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1 - REVISAO DE TERMODINAMICA

1.1 Introducéo

Este capitulo tem como objetivo revisar os conceitos ja estudados em Termodinamica
| e Il, Mecanica dos Fluidos | e Il e Transferéncia de Calor | e Il. Serdo estudados
aspectos mais simples, a exemplo das definicdes de sistema e volume de controle
(mudanca de abordagem de Lagrange para Euler por vias do Teorema de Transporte
de Reynolds).

1.2 Conceitos basicos

Pode-se dizer que um SISTEMA é caracterizado por determinada quantidade de
matéria cujo comportamento é o objeto de estudo da termodinamica. Ou seja, um
sistema termodinamico que apresenta quantidade de massa constante é o foco do
objeto de estudo. Dessa forma, as vezes, se usa a redundancia ao denominar o
sistema de fechado. A partir do momento em que ha passagem de massa pela
fronteira, pode-se chamar essa regiao do espaco a ser analisado como VOLUME DE
CONTROLE.

Define-se vizinhanga como tudo que estd fora da fronteira do sistema. Universo
Termodinamico ou meio € a regido do espaco que circunda o sistema e interage com
0 meio aliado ao sistema.

Um ponto importante a ser discutido € a definicho de PROPRIEDADES
TERMODINAMICAS. Uma propriedade é uma caracteristica macroscépica do
sistema, tal como a massa, o volume, temperatura e pressao. Os valores das
propriedades termodinamicas podem ser atribuidos em qualquer dado tempo, sem a
necessidade do comportamento prévio do sistema (ndo é necessario ter
conhecimento da historia pela qual o sistema passou para se avaliar a propriedade
termodinamica). Estas podem ser divididas em dois tipos.



1. Propriedades intensivas: Nado dependem da massa. Por exemplo: pressao,
temperatura, dentre outros. Pode-se ainda dividir a propriedade como o volume pela
massa, por exemplo, volume especifico (V = v/m, sendo v em kg/m?3).

2. Propriedades extensivas: Sao aquelas que dependem da massa.

Outro conceito basico a ser discutido € ESTADO TERMODINAMICO. O estado
termodinamico pode ser identificado ou descrito com base em certas propriedades
termodinamicas. Uma substancia pura necessita de apenas duas propriedades para
ser descrita; uma mistura de dois componentes necessita de trés. O que define o
estado é que, independentemente da historia pela qual o sistema tenha passado para
uma substancia pura, bastam duas propriedades para caracterizar o estado. Dessa
forma, pode-se afirmar que o estado independe do caminho. Basta saber os estados
final (2) e inicial (1) para caracterizar uma variagao de propriedade qualquer X, como
mostrado na Figura 1.1.

Caminhos A, B, C
Sendo X uma propriedade qualquer
2

AX = Xz - X1
(independente do
caminho A, B ou ()

Figura 1.1 Representacdo esquematica de uma mudanca de estado entre 2 e 1, de tal forma
que uma propriedade X, qualquer, passa por uma variagao AX.

1.3 Mudancas de estados termodinamicos

Para poder se caracterizar uma mudanca de estado termodinamico, é necessaria a
definicdo de um conceito chamado ESTADO DE EQUILIBRIO. Se isolarmos o
sistema da sua vizinhanca e ndo ocorrer nenhuma mudanca em suas propriedades,
conclui-se que o sistema estava em equilibrio no momento em que foi isolado. Um
sistema homogéneo é aquele cujo valor das propriedades intensivas é constante em
qualquer ponto. Dessa forma, a Figura 1.2 indica tais simplificagdes e/ou atribuicdes.



Ponto X Ponto X+1 Ponto X+2

: : ' SISTEMA A o
Ty = Tye1 = Tyup -> EQUILIBRIO TERMICO

P, = Py., = Py., -> EQUILIBRIO MECANICO
Hy = Hya1 = Hyea -> EQUILIBRIO QUIMICO

EQUILIBRIO TERMODINAMICO (QUANDO
SATISFAZ OS TRES CRITERIOS).

Px = Pxs1 ™ Pxsz © Ky = I(x+1=l Kys
(PROPRIEDADES TERMOFISICAS
CONSTANTES INDEPENDENTE DA SEGAO:
SISTEMA HOMOGENEO)

Figura 1.2 Sistema homogéneo e em equilibrio.

Processo ciclico ou ciclo termodindmico - Quando um sistema passa por um processo
e retorna ao seu estado inicial, pode-se afirmar que ele passou por um ciclo (em outras
palavras, o estado final € o mesmo do inicial).

Processo reversivel - Se o sistema e a vizinhanca voltam ao estado inicial sem
nenhum efeito residual (vestigio no meio) apdés um processo, este € denominado
reversivel. O processo quase estatico € a idealizacdo de um processo infinitesimal
gue ocorre proximo ao equilibrio em todos 0s momentos.

1.4 Lei zero da termodinamica

Se um corpo A esta em equilibrio térmico com um corpo C, e um corpo B também esta
em equilibrio térmico com o corpo C, entdo, o corpo A esta em equilibrio térmico com
o0 corpo B.

Com base nesta lei, surgem as primeiras reflexdes acerca de medi¢cdes de uma
propriedade que indique o estado de um sistema, ou seja, dado um instrumento de
medicdo e uma escala arbitraria, é possivel obter a propriedade termodinamica
“Temperatura”.

1.5 Energia, trabalho e calor

Definir a propriedade energia ndo é uma tarefa simples, uma vez que muitas das
definicbes encontradas sdo, na verdade, de exergia. No entanto, ela pode ser
classificada como energia elétrica, mecanica, interna, cinética, potencial, quimica,
dentre outras. Algumas caracteristicas da energia podem ser descritas. Por exemplo:
ela pode ser armazenada de diversas formas, convertida de uma forma para outra e
transferida entre um sistema e/ou um volume de controle. Como constatacéo, sabe-



se que a quantidade total de energia se conserva em todas as transformacdes e
transferéncias.

Para um sistema mudar de estado deve sofrer iteracdes de fronteira que descrevem
o caminho pelo qual o sistema passou, isto €, o sistema s6 se comunica com 0 meio
por vias de calor e trabalho.

v' Trabalho é um efeito de fronteira, energia em transito, cujo Unico efeito no
meio pode ser caracterizado pelo levantamento de um peso. A forma diferencial
dessa expressao é: dW cuja integral fornece 1Wo..

v' Calor é um efeito de fronteira, cuja transferéncia de energia é associada a uma
diferenca de temperatura. A forma diferencial dessa expressédo € 0Q, cuja
integral fornece 1Q2.

Destaca-se que ndo se usa diferencial exato em nenhum dos casos (calor e
trabalho), pois se trata de um efeito de fronteira, ou seja, o sistema realiza trabalho
ou sofre uma transferéncia de calor para que ocorra uma mudanca no estado
termodinamico. Por isso, ndo se pode usar o dX ou AX para representar tais efeitos
gue séao fungdes de linha.

1.6 Primeira Lei da Termodinamica

A primeira lei da termodindmica rege que a conservacao da energia, ou seja, a
guantidade de energia de um sistema isolado antes e depois de um processo é a

mesma. Para recordar a Primeira Lei € preciso recorrer a alguns aspectos
importantes.

v' Primeira Lei da Termodinamica para um sistema.

VZZ - Vlz
1Q2 - 1W2 = UZ - U1 +m T +mg(22 - Zl) 1'01
v Entalpia.
h=u+pv 1-02

v' Calores especificos a volume e pressédo constante.

_ du 1-03
Cv B aT v=cte )

_on 1-04
v = oT p=cte )



v O Teorema de Transporte de Reynolds faz a mudanca entre a abordagem
de Lagrange (fixa-se o sistema em um componente do espaco), para a de Euler
(fixa-se o volume de controle em uma regido do espago)

DBy )
L= — | pbdV + f pb(V.n)dA 1-05

v' Balan¢o de massa para um sistema:

dmsist _
dt

1-06

Aplicando o teorema de transporte de Reynolds na equacédo 1-06, temos que B=m, e
sabendo que b = B/m, b=1. Com isso, € possivel deduzir o balan¢co de massa para o
volume de controle. Tal equagao é conhecida como a “Equagao da Continuidade”
(Equacéo 1-09).

v' Balanco de massa para um volume de controle:

A Equacéo 1-07 o balanco de massa para um volume de controle como sera usada

no texto.
dmyc . .
Frak E e — E s 1-07

Para calcular tal equacéo, deve-se fazer uma hipo6tese que o sistema Termodinamico
€ homogéneo e estd em equilibrio (Figura 1.2). Destaca-se ainda que as distribuicdes
de velocidades devem ser uniformes nas secdes. Portanto, pode-se simplificar a
Equacdo da continuidade 1-09 para a Equacdo 1-10, também denominada de
“‘balangco de massa”.

Dmy;g _ d 1-08

— | p1dv 1(V.n)dA
Dt atfvcp +fscp( n)

1-09

9]
0= —f pdV + f p(V.n)dA
ot Jyc sc

dmyc ) . 1-10
0=— ~ Xm"_ st
dmyc ) ) 1-07
dt Z Me — Z s

10




v" Primeira Lei da Termodinamica para um volume de controle:

Caso o teorema de transporte de Reynolds seja utilizado para estudar a variacao
da energia em uma fronteira, tal que B=E, portanto, b=e, tem-se:

DB_; d
= — | pbdV + f pb(V.n)dA 1-05
Dt ot ve sc
DEgse , , 1-11
= QVC - WVC - Wfluxo = = pedV + f pe(V n)dA
Dt at ve SC
. . . ) _ 1-12
W= Wyc+ j pv(V.n)dA = Wy + zms(psvs) - Eme(peve)
SC
1-13

) . 9]
Qve —Wyc == pedV + (u+pv+gz+V?/2)p(V.n)dA
ot Jyc sc

: . dEy. v? V2 1-14
Qve — Wyc = - E m|\h+gz+— |+ E m(h+gz+—
dt 2 2
e N

v' Balan¢o de massa para volumes de controle em regime transiente e

uniforme:
fdmyc ‘ ¢ 1-15
dt:f Zme dt—f st dt
‘ t 1-16
myc(t) — myc(0) = J (me) dt—ZI (my) dt
e -0 5 "0
mVC(t) - mvc(O) = Z mg — z mg 1-17
e N

v Balanco de energia para volume de controle em regime transiente,
desconsiderando energia cinética e potencial.

t ¢ 1-18
Uyc(t) — Uyc(0) = Que — Wye + Zf mehdt —Zf mghgdt
e 0 S 0

Considerando a entalpia de entrada e de saida constantes no tempo, temos:

Uyc(t) — Uyc(0) = Que — Wye + Zmehe - Z mghg 1-19
e S
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Calculo do trabalho e transferéncia de calor

Partindo da equacédo 1-14 que estabelece que sO se consegue variar a energia do
volume de controle por vias de efeito de fronteira associado a calor e trabalho, bem
como transferéncia de massa/entalpia:

2 2

dEyc 4 /4 . . 1-14
= E m|\h+gz+—|+ E m|\h+g9z+— |+ Quc— Wyc
dt 2 2
e N

Algumas hipéteses simplificadoras para todos os equipamentos.

o Pode-se desprezar a energia cinética e a potencial, assim tem-se E=U
dEyc _

at 0
o Desprezam-se as perdas de calor para o ambiente.

o Em regime permanente

Para caldeiras e condensador.

o Perdas de pressdo despreziveis.
Para bombas e turbinas.

o Podem ser consideradas isentropicas.

Deste modo, simplifica-se a Primeira Lei para a Equagédo 1-20 para regime

permanente:
QVC - WVC = Z mshg — z Mehe 1-20
s e

1.7 Segunda Lei da Termodinamica

A segunda lei fornece o sentido da evolugdo espontanea de um processo. Seguem
abaixo os enunciados que regem a segunda lei da termodinamica:

% Enunciado de Clausius: “E impossivel para qualquer sistema operar de
tal forma que o Unico resultado seja a transferéncia de energia sob a
forma de calor de um corpo mais frio para um corpo mais quente.”

% Enunciado de Kelvin — Planck: “E impossivel para qualquer sistema
operar em um ciclo termodinamico e fornecer uma quantidade liquida de
trabalho para sua vizinhangca enquanto recebe calor de um Unico
reservatorio térmico.”

% Enunciado da entropia: “E impossivel para qualquer sistema operar de
uma forma que a entropia seja destruida.”

12



¢ Enunciado da irreversibilidade: “Todos os processos macroscopicos que
envolvem muitas particulas séo irreversiveis.”

As irreversibilidades podem ser internas ou externas, e 0S processos mais comuns
gue causam geracao de entropia sao:

Atrito;

Expanséo néo resistida;

Troca de calor com diferenca finita de temperatura;
Misturas.

o O O O

v’ Segunda Lei para sistemas fechados:

A Segunda Lei da Termodinamica estabelece que s6 € possivel mudar a propriedade
entropia de um sistema por vias de transferéncia de calor a partir de uma transferéncia

de calor de uma certa superficie e irreversibilidades associadas ao processo de
converséao de energia.

o s - 2/86Q 1-25
2701 = f (F)+
No qual, o é a entropia gerada (kJ/kgK) para levar o sistema do estado 1 ao estado 2.

Principio do aumento da entropia: “Para um sistema isolado, a producéo de entropia
deve ser positiva (processo irreversivel) ou nula (processo reversivel)”.

o Corolério: Quando analisamos um sistema e seu meio (ou vizinhanca), a soma
das variacfes de entropia deve ser positiva ou nula.

ASlsist + ASlmeio = ASluniverso =0 1-26

v' Segunda Lei da Termodinamica para volume de controle

A entropia pode entrar ou sair de um volume de controle, associada a transferéncia
de calor ou associada ao escoamento de massa. Logo, para encontrar o balanco de

entropia para volume de controle, é preciso aplicar o teorema de Transporte de
Reynolds, fazendo B=S e b=s.

dSyc Q; 1-27
dt = ' FJ] + Z MeSe — Z meSs + Oyc
] e s

Importante: A mudanca da entropia associada a transferéncia de calor a uma dada
temperatura T; (da superficie j). A fronteira que se encontra a T; € aquela em que

13



houve a troca de calor. Observe que, a variagao da entropia do volume de controle s6
ocorre devido a taxa de entropia que entra ou sai do volume de controle por vias de
transferéncia de massa, aliada a transferéncia de calor a uma dada temperatura e as
irreversibilidades associadas a transferéncia de calor.

1.8 Relagdes de Gibbs (Tds)

Tomando um processo internamente reversivel, sistema fechado, tem-se:

(6Q)rev. = (6W)yep, = dU 1-28
Como temos que:
(6Q)rev. = TdS 1-29
E
(6W)yep. = pdV 1-31

A Primeira Lei torna-se o destacado na Equacédo 1-31. Note que apesar de ela ser
deduzida para um caso bastante particular, porém a Equacédo 1-32 vale para qualquer
processo, mais ainda, a partir dessas equacdes € que pode-se relacionar a primeira
com a segunda lei, bem como propor tabelas de propriedades.:

TdS = dU + pdV 1-32

Apenas montada a partir de um processo internamente reversivel, a Equacao 1-32
relaciona somente propriedades, ou seja, vale para todo e qualquer processo.

Sabe-se que:
H=U+pV 1-33
Ou
dH = dU + pdV + Vdp 1-34
dH —Vdp = dU + pdV 1-35

Associando a equacgéo 1-32 a equacgao 1-29 temos:
TdS = dH — Vdp 1-36

As relacdes de Gibbs, ou Tds, sdo chamadas de Equa¢fes Fundamentais e sao
relevantes ndo so para o calculo de varia¢des de entropia, como também para muitas
outras relagdes entre propriedades. Uma utilidade importante destas equagbes
fundamentais é em uma mudanca de fase: em uma mudanca de fase, liquido para
vapor, a variagdo da presséo é nula (dp = 0) bem como a variagdo da temperatura (T
= cte); logo temos:

14



dh 1-37
T

_ (hg = y) 1-38
- e )

ds =

Sg — Sf

A equacdo 1-35 € a base para calcular as entropias e construir as tabelas
termodinamicas.

1.9 N&o idealidades de um ciclo

Tendo como base um ciclo de poténcia a vapor, as ndo idealidades nas turbinas e nas
bombas, tal que:

Tl\

S

Figura 1.3 - Ciclo Rankine com compressdes e expansfes nédo isentrépicas

_ & _ h1 - hz 1-39
Nturbina = Wes hl _ h25
Wps  hg — hys 1-40
Nbomba = =

Wp h3 - h4

No estado 3’, a temperatura do fluido € mais baixa que a da saturacdo (para uma
mesma pressao), o que exigiria uma transferéncia de calor adicional na caldeira para
levar a saturagdo. Fontes mais significativas de ndo idealidades estdo associadas a
combustdo e a posterior transferéncia de calor dos produtos da combustéo ao fluido
de trabalho. A energia da agua de resfriamento pode ser de utilidade limitada,
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dependendo da temperatura de saida. Alguns efeitos menos expressivos sao as
perdas térmicas para o ambiente e o atrito, que acarreta em perda de presséo (perda
de carga).
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2 - MODELAGEM DE SISTEMAS
TERMICOS: AJUSTES DE CURVAS

2.1 Introducéo

Ajuste de curva é a técnica utilizada para representar comportamentos de um sistema
na forma de funcfes. O resultado dessa técnica é uma equacdo que representa o
sistema (dentro do intervalo estudado). E, entdo, possivel obter o valor de uma
caracteristica do sistema para qualquer entrada, mesmo em pontos intermediarios.
Ressalta-se o cuidado em extrapolar a fungédo para regides fora do intervalo de
validade da funcgéo, acarretando erros de aproximacao. [1]

O exemplo mais comum em sistemas térmicos é a interpolacdo das tabelas
termodinamicas, de modo que é possivel encontrar uma equacao que, com uma
temperatura ou pressdo de entrada como variavel independente, retorne a entalpia,
por exemplo. [1]

Esse método facilita os célculos de simulacdo e otimizagdo dos sistemas que serao
estudados nesta disciplina.

2.2 Resolucgao de sistemas lineares

No processo de simulacdo de um sistema térmico, geralmente se torna necessario
resolver um sistema linear, sendo importante ter uma rotina computacional pronta para
resolucdo desses problemas. Neste capitulo, apresentam-se alguns métodos de
interpolacdo, que podem ser implementados em um programa computacional, os
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quais serdo necessarios para a resolucao de alguns sistemas. Como destacado em
Stoecker, € comum para quem lida com esse tipo de problema se valer de uma funcao
ja programada para resolucéo de sistemas. Alguns programas computacionais, como
aguele usado no curso EES® (Klein, 2017), sdo na verdade “solvers” de sistemas
lineares e néo lineares.

v' Método de Cramer:
Dado um sistema linear do tipo:

ay;; Q1 d4zq X1 b,
Q12 0Qpp Azz| x | Xo| = bz

ai3 dz3 dszs X3 bs

[A] * [X] = = [B] 2-01

A regra de Cramer afirma que:

_ det([A] com [B]subistituindo a inésima coluna)

; 2-02
. det([AD
Exemplo:
a1 by as
det aqp bz as;
_ a3 b3 ass 2-03
X2 = aj; Q1 Az
det|Qi2 Q22 QA3
Qi3 Q3 dzz
Exemplo Numérico:
2 1 -1 X1 3
1 =2 2 |*|X21= (9 2-04
-1 0 3 X3 0
2 3 -1
det|1 9 2
_ -1 0 31 _ 30 _
= z 1 -1 “i5 2-05
det| 1 -2 2
-1 0 3

Este método ndo funciona quando a matriz [A] tiver o determinante igual a ZERO,
pois, nesse caso, existe mais de uma solucéo e o X ndo pode ser definido. [1]

v' Eliminacéo de Gauss:

O método de eliminacdo de Gauss consiste em transformar o sistema linear original
em um sistema equivalente com matriz dos coeficientes triangular superior. Podemos
dizer que os sistemas sao equivalentes se obtiverem a mesma solucao.
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Exemplo:
Dado o sistema original:

X1 - 4x2 + 3X3 = -7
3x1 + xZ - ZX3 ES 14‘

2x1 + x, + x3= 5
1 2 3 2.06

1° Passo: Eliminar os coeficientes de xi1 multiplicando-se a equacdo por uma
constante. Logo, multiplicaremos a primeira linha por -3 e adicionaremos na segunda
linha; e também vamos multiplicar a primeira linha por -2 e adicionar na terceira linha.

X (-3) X (-2)

X1 - 4x2 + 3X3 = -7
3x1+ xZ_ZX3= 14‘) )

le + xz + X3 == 5

De modo que obtemos o seguinte sistema equivalente:

xl - 4x2 + 3x3 = _7
0x1 + 13x2 - 11x3 = 35 2'07
0X1 + 9XZ - 5X3 = 19

2° Passo: Repetir o mesmo processo do primeiro passo para eliminar os coeficientes
de x2 e assim conseguir um sistema equivalente com matriz de coeficientes triangular
superior. Logo, vamos multiplicar a segunda linha por -9/13 e adicionar na terceira
linha.

X (-9/13)
X1 — 4‘X2 + 3X3 = -7
Oxl + 13x2 - 11X3 = 35
Ox1 + 9x2 - SX3 =19

Portanto, encontraremos o seguinte sistema equivalente:

x1 - 4x2 + 3.X3 = _7
Ox; + 13x, — 11x; = 35

34 68 2-08
Ox; + Ox, + B35~ 3

A partir deste ponto é possivel encontrar os valores:

X3 == _2
xZ == 1
X, = 3

v Método de Gauss Seidel:
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O método de Gauss Seidel € muito utilizado para solucdes de sistemas, em virtude de
sua programacao ser bastante simples. A seguir, temos a l6gica que o método utiliza.

Dado um sistema do tipo:

a1 Q1 A4szp X1 Y
Q2 Az QAzz|*|X2| =17 2-09
a3 Qdz3 Aa4szz X3 w
Ou
A11X1 dz1X; d31X3 Y
QA12X1  Qz2Xp A3X3| = |7 2-10
A13X1 Qp3Xy; d33X3 w
Onde apenas x4, x, e x3 SA0 as variaveis.
O método torna o sistema na seguinte forma:
w_Ly (k=1) (k-1)
Y —[Y — azx, — az1X; ]
aiq
R _ 1 (k) (k-1)
X, =—[Z— agx; — azzxg ]
az2 2-11

1
xék) =—[W-— a13x§k) - a23x§k)]

Observe que, para esse método, € necessario um chute inicial para k=0.

Aplicando as equacdes do método em um lago, por meio de um software de célculo
numérico ou alguma linguagem computacional, é possivel encontrar facilmente os
préximos valores de x* para k > 0. Quanto maior o valor de k, menor é o erro que
distancia o X (numérico) do X (analitico). Existem critérios de convergéncia de acordo
com o tipo de sistema pode-se chegar a estabilidade do método, porém tais analises
estdo fora da andlise do presente texto.

2.3 Representacéo polinomial

7

A representacdo polinomial é provavelmente a forma mais Gtil e comum de
representacéo de equacoes.

f) =y =ag+ax+ ax*+ -+ apx™
2-12

Q = f(Pentrada’ Tentrada» Vcomp' Psal’da) 2-13
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Entretanto, varias aplicacdes exigem mais de uma variavel, em funcéo de diferentes
variaveis, x,y,z, dentre outras.

v

v

2.4

v

Se os

Quando o numero de pontos for exatamente a ordem da equacéao mais 1, n+1,
pode-se usar um polindmio que interpola exatamente esses pontos. Chama-
se de interpolacédo exata.

Quando o numero de pontos excede n+1, pode ser aconselhavel o uso do
polindbmio que resulte na melhor aproximacao, ou seja, melhor ajuste ((best fit).
Neste texto, sera usado o método de regressdao linear via minimos multiplos
quadrados.

Interpolagéo exata

No caso de uma reta:

dados disponiveis forem adequados para descrever uma reta, teremos a

seguinte situacao:

Dados

(%0, Y0) € (X1,51)

Sabemos que:

y = ay +a.x 2-14

Escrevendo esta equacédo em funcéo dos dados, temos:

Yo = Qo +a1Xg

2-15
yi = ay +aqxq 2-16
Na forma matricial:
[1 xo] [ao] _ yO]
b oxllad - n 2-17

Utilizando os métodos vistos anteriormente, € possivel resolver este sistema e
encontrar os coeficientes aq e a;.

v

No caso de uma parabola:
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Dados: (xo,0) , (x1,¥1) e(x2,y2)
Sabemos que:

y= ap +a;x+ a,x? 2-18
Escrevendo esta equacédo em funcéo dos dados, temos:

Yo = Qo + a;xg + apx§

2-19
yl - ao + a1x1 + azx% 2'20
Yy, = ag + aix, + ax3 2-21
Na forma matricial:
1 x xé Qo Yo
1 x; x? [a1 = [3’1
1 x, x3|l% Y2 2-22

Caso haja um polindmio com grau muito elevado, pode-se definir uma nova variavel
independente (evita-se erro de precisdo com ai muito pequeno). Ex h = f(T):

y= ay +a;x+ ax* + azx® + azx* + asx® + agx®
2-23

2 i 3 i)4 2-24

v' Variaveis independentes uniformemente espacadas:

Algumas vezes, usam-se polindbmios nos quais os valores de y sdo conhecidos com
os valores de x igualmente espacados. Ex: Valores extraidos de graficos ou tabelas.

Como no grafico tem-se 5 pontos, usa-se um polinémio de 4° grau.
De forma que Xi-Xo = X2-X1 = X3-X2 = X4-X3.
Range = R = Xa-Xo.

Ayi1 = y1- yo, Ay2 = y2- Yo, ...
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Ays
Ay,
Ay

|. . Range =R

By,

Figura 2-1 - Gréfico simbolizando uma curva uniformemente espacada. Baseado em [1]

Y—Yo = a4 [%(x —xo)] t a; [%(x - xo)]z"' asz [%(x —xo)]3 + a, [%(x -

xo)]4

2-25

Como se trata de um espacamento uniforme, 0s pontos nNo eixo X Sao:

No primeiro ponto:
re-w]= [z(3)] -1

Aylz a1+ a2+ a3+ a4_

No segundo ponto:
ool = ()]
R 17 R\ 4 /™
Ayz = 2(11 + 4‘a2 + 8a3 + 16(14

Analogamente, para o terceiro e o quarto pontos:

Ay3 = 3(11 + 9(12 + 27a3 + 81a4

Ay4 == 4611 + 16a2 + 64'a3 + 256614

2-26

2-27

2-28

2-29

2-30

2-31
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Tabela 2-1 - Valores das constantes para equagdo de variaveis uniformemente espacadas. Baseado em:

(1]

Equacéo a, as a; aq
1 A A A —
Quarto Ay, —4dy, | 3D | D2, Ays = az
Grau 24 6 2 2 as Ay
+ 6Ay, — 4Ay,) Ay, — 3a; — 6ay
+ T - 6a4
1bi - 1 1 Ay, — a
Cubica 8(3A3’1 + Ays E(AYZ — 2Ay, _y23 2
— 3Ay,) —3az)
- - 1 Ay, — a
Quadrada > (ay, — 287) y1- @
Linear - - - Ay,

v Interpolacao de Lagrange:

O método da interpolacéo de Lagrange € aplicavel para qualquer espacamento de x.
Tem como vantagem nado precisar resolver o sistema de equacdes, porém, como
desvantagem, a montagem trabalhosa do problema. No entanto, sua implementacao
computacional é simples.

Utilizando uma parabola como exemplo:
Dados: (x1,y1) , (x2,¥2) e(x3,¥3)
Sabemos que:

y = ag +a;x + ax® 2-32

Na forma de Lagrange usa-se:

Y= c1(x—x)(x —x3) + c(x — x1) (x — x3) + c3(x — x1) (x — x3) 2-33

Fazendo-se x = x; e y = y,, chega-se a:

V1
1= 2-34
! (x1 — x2) (%1 — x3)
Ou seja:
B i = (x — xj) omitindo (x — x;) 035
Y= . Vi (xi - xj)omitindo (x; — x;) )
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v" Funcao de duas variaveis:

E muito comum que encontremos um sistema que depende de mais de uma variavel,
como por exemplo, o caso abaixo, no qual o incremento da pressédo é funcao do
segundo grau em S (velocidade) e Q (vazéo). Trés curvas poderdo ser escritas para
S=30, 24 e 16 r/s.

AP (kPa) |

S=30r/s

S=24r/s
S=16r1/s

Q (m3/s)

Figura 2-2-Valores de incremento de pressdo em fungdo da vazdo volumétrica para diferentes rotacdes.
Adaptado de [1]

Para resolver este sistema, teremos que seguir alguns passos. Primeiramente, vamos
fixar o valor de S e interpolar a variagao da pressao em funcao de Q. Ou seja:

Para S=30r/s.
Ap, = a; + b;Q + ¢,Q? 2-36
Repetindo o procedimento para os outros valores de S temos:
S=24r/s.

Ap, = a; + b,Q + ¢,Q? 2-37

S=16r/s.

Ap3 == a3 + b3Q + C3Q2 2'38
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Seguindo, a constante a pode ser expressa como uma equacao do segundo grau em
termos de S, e usando os pontos dados (a;,30), (a,,24) e (a3,16), é possivel encontrar
a seguinte expressao.

a = AO + A15 + AZSZ 2'39

De tal modo que:
a; = Ay + A1(30) + A,(30)?
a, = Ay + A,(24) + A,(24)? 2-40
as = Ag + A;(16) + A,(16)?
Do mesmo modo para b e c:
b =By + B;S+ B,S? 2-41
c=Co+ C,S+ C,8? 2-42

Finalmente, para encontrar a equacao que caracteriza o incremento da pressdo em
funcdo das variaveis S e Q, temos que colocar as constantes encontradas na forma:

Ap = Ay + A S+ A8+ (By + BiS+ B,S?)Q + (Cy+ €S
+ (,5%)Q?

2-43
v' Formas exponenciais:

A forma exponencial € uma relagao fisica muito comum na natureza.

Para uma funcéo do tipo y = bx™, a melhor maneira de trabalhar graficamente essa
equacao é utilizando um grafico com escala logaritmica para os valores de x e y, de
tal modo que a constante b seja igual ao valor de y, quando x=1 e o coeficiente m
representam a inclinacéo da reta. Veja na figura:
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120 5.00

100 4.00
y =-5207.3x+ 18.605
80 3.00 R? =0.9999
- g
[1+] x
<60 =200
o 2
£
40 1.00
20 0.00
0 -1.00
250 300 350 400 0.0030 0.0032 0.0033 0.0035 0.0036 0.0038
TK] 1/T [1/K]

Figura 2-3 — Exemplo de linearizag&o utilizando logaritmo da presséo de saturagdo em um funcéo da
temperatura de saturacéo, transformada em uma reta na fora In(p) = A/T + B [1]

Podemos também incluir uma constante na equacéo exponencial de forma a obter:
y=b+ax™ 2-44
Aplicando Log, temos:

log(y — b) =loga + mlogx 2-45

2.5 Método minimos quadrados

Se m coeficientes de uma equacao devem ser determinados, devem ser usados m
pontos. Se n pontos (n>m) estiverem disponiveis, é possivel determinar os m
coeficientes que resultam no melhor ajuste das equagdes.

7

Uma possivel definicdo de melhor ajuste é aquela em que a soma dos valores
absolutos dos desvios € minima. Ou aquela cuja soma dos quadrados dos desvios

seja minima.

O erro mais comum ao se aplicar o método dos minimos quadrados esta em utilizar
dados pouco precisos e selecionar uma ordem errada da equacao a ser usada.
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120.00

100.00

80.00

y =0.8914x-260.98

60.00 R?=0.7981

P [kPa]

40.00
20.00

0.00
250.00 300.00 350.00 400.00

T [K]

Figura 2-04. Possiveis problemas associados a escolha do grau da funcdo a ser interpolada sem saber-se
ao certo o comportamento da curva. [1]

Dado m pontos disponiveis:

(xlt yl)' (x2' yZ)i (X3, }73), (X4, }74), LR (xm' ym) 2'46
E utilizando a equacao:
y = a + bx. 2-47

Calcula-se o quadrado dos desvios em relacdo aos pontos (x;, y;):

m

Z(a + bx; — y;)? - minimo
: 2-48

=1

O minimo ocorre, quando as derivadas parciais em relacdo a a e b sao nulas:

m

Y™ (a+ bx; —y;)?
21_1( - i yl) _ Zz(a+ xi_yi):O 2-49
i=1
Y™ (a+ bx; —vy;)? = 2-50
2iz4( o i i) =22(a+ X —Yyi)x; =0
i=1

Logo, temos:

m m
ma+b2xi= Zyi 2-51
i=1 i=1
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i 2-52

Matricialmente:

&g

D K
Para uma equacgéo do segundo grau:
m
z(a + bx; +c? — y;)? - minimo 2-54

=1

Analogamente, na forma matricial:

T3 (2]
PRIDX; Zx3|[§l=|2xﬂ 2-65
DRIDEDI BN

v' MMQ para formas néo polinomiais:

O método dos minimos quadrados nédo se limita apenas a forma polinomial, é possivel
utiliza-lo também em formas n&o polinomiais, senoides e exponenciais.

Como exemplo, vamos utilizar a seguinte equacao:

y = sen(2x) + b In x?

2-56
Analogamente com o método polinomial:
m
Z(a sen(2x;) blnx? — y;)? - minimo
i=1 2-57

Fazendo a derivada parcial em relacdo a aeb e escrevendo na forma matricial:
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senZ(Zx) sen(Zx) In x ‘ [ ] lz y sen(2x)
b

lz sen(2x) Inx? z (Inx 2 y In x? 2-58

Uma caracteristica fundamental para que uma equacéao seja tratada pelo método dos
minimos quadrados é que ela tenha coeficientes constantes. No caso da Equacao 2-
59, nota-se que 0s termos a ec ndo aparecem como coeficientes, e a equagdo nao
pode ser tratada de maneira simples pelo método dos minimos quadrados.

y = sen (2ax) + bx* 2-59
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3 - MODELAGEM DE SISTEMAS
TERMICOS: TROCADORES DE CALOR

Principais equacdes baseadas na Primeira Lei da Termodinamica e um modelo
fenomenoldgico, que leva em conta o produto da area do trocador de calor pelo
coeficiente global de troca.

Taxa de transferéncia de calor para um gas perfeito ou liquido: cp,e ¢ constantes.

q = mep(T, — Ts) 3-04
Trocador contracorrente:
1—eP
Tl,s = Tl,e - (Tl,e - Tz,e) 7micp\ 3-11
E2)-e
m3Cp>
Onde:
1 1
D =UA(——- ) 3-12
my;Cp;  MyCP,
Mesma vazao:
(Tl,e - TZ,e)
Tis= Tie— TR 3-15
UA
Mudanca de fase:
Ty =T, + (T, — T.) (1 — e7U4/meP) 210

3.1Modelagem de sistemas térmicos

A modelagem de sistemas térmicos é um processo para simplificar problemas
complexos, por meio de idealizagGes, a fim de encontrar uma solucdo dentro das
hipoteses simplificadoras adotadas. Com isso, busca-se como resultado um conjunto
de equacdes para analise de um sistema ou um arranjo fisico para realizacao de testes
e experimentos. [1]

Modelar um sistema térmico é muito importante porque os sistemas sdo complexos,
envolvem variagcdes espaciais ou temporais, as equacdes governantes nao Sao
lineares, as condi¢cdes de contorno e geometrias sdo complexas, 0S processos Sao
acoplados e com propriedades variaveis. Nota-se que, neste curso, hao se pretende
analisar as variagcdes no espaco (por exemplo, equagdo da conducado), apenas
variagcdes temporais. [1]

30



Os sistemas térmicos sao normalmente representados por um conjunto de equacdes
diferenciais parciais nao lineares, portanto tém multidimensionalidade, dependéncia
do tempo, dominio e condi¢cbes de contorno complexas; a obten¢do da sua solucao,
pois, é extremamente dificil e demanda muito tempo. [1]

Para solucionar esses sistemas, € necessario desenvolver um modelo menos
complexo, eliminando parametros pouco importantes e fazendo simplificagbes e
hipoteses adequadas, para que seja possivel simplificar o problema e permitir a
solucéo ou reducdo do numero de experimento. [1]

3.2Trocadores de calor de contracorrente

Esquema de um trocador de calor de contracorrente:

TZ,e(DC)
m; (kg/s)
Cp2 (1/keK)
Tl,e(oc) [
my (kg/s) (] Ty,5(°C)
Cp1 (J/kgK) g
T5(C) U — (W/m?K)

A — (m?

Figura 3-1 - Modelo de trocador de calor. Obtido e adaptado de [1]

Para analise de um trocador de calor em contracorrente ndo sera realizada a hipotese
de qual fluido se encontra a uma temperatura maior. Ademais, destaca-se que o
objetivo dessa secéo é obter equacdes que fornecam as condi¢des de saida de uma
das correntes, sabendo-se as condi¢des de entrada e a fisica do problema (vazdes
massicas, coeficiente global de transferéncia de calor, area do trocador de calor,
dentre outros).

Porém, importa lembrar que trocador € um volume de controle. Dependendo da regiéo
em que tragarmos a fronteira do volume de controle, a Primeira Lei da Termodindmica
terd um formato.

au . . . .
Ezzmehe_zmshs-l'QVC_WVC 3-01
e s

Tendo-se o trocador de calor (bem isolado, ou seja, sem perdas para o ambiente),
resulta o balanco de energia:
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z Me he = z Mg hg 3-02
e s

Com a hipotese de Gas Perfeito,
mycp1(Tye — Trs)=—mMocpy(Toe — Toys) 3-03
Agora, escolhendo apenas a regido contida pelo fluido 1, tem-se:
q1 = mycpy(Tye — Ti5) 3-04
J&, escolhendo-se apenas a regidao em que se encontra o fluido 2, tem-se que:
Gz = MaCp2(Tae — Ta) 3-05

Como a temperatura dos fluidos varia dentro do trocador, podemos também utilizar a
equacao da taxa de transferéncia de calor que utiliza a média logaritmica. A origem
dessa equacao pode ser vista com mais detalhes em [4]

(Tl,e - TZ,S) - (Tl,s - T2,e)

q=UA 3-06
ln[(Tl,e - TZ,S)/(TLS - TZ,e)]
Onde:
U = Coeficiente de transferéncia de calor global.
A = Area de transferéncia de calor do trocador.
Utilizando as seguintes equacgoes:
m;Cp, (Tl,e - Tl,s) = =My (T2 — Tos) 3-07
Ti.—T,,)—(Tys—T
mlcpl(Tl,e - Tl,s) =UA l ( = Z'S) ( = Z'e) 3-08
ln[(Tl,e - Tz,s)/(Tl,s - TZ,e)]

E possivel resolver a primeira equagdo para T, e substituir na segunda equacao e
obter o seguinte resultado:

Ty e — |Tz e + (Mmycp/myc T,.—T 1 1
In 1l,e [ 2,e ( 1 pl/ 2 Pz)]( 1,e 1,s)l — UA( _ ): D 3-09
Tie—Tos m;Cp;  MpCP2
Simplificando, temos:
Tie— [Tz,e + (m1Cp1/m2Cp2)](T1,e - Tl,s) — oD 3-10

Tl,e - TZ,s

Logo:
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1-¢eP

Tl,s = Tl,e - (Tl,e - Tz,e) WD 3-11
(mchz) €
No qual:
1 1
D= UA(——- ) 3-12
m;Cp;  M3CP;

S O
e e

(a)
T' - _E) _______________________________ 'j T
(b)

Figura 3-2- Modelo de trocador com correntes paralelas (a) e contracorrente (b). Adaptado de [2]
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TAT1e TA‘Tle

T1s ——-~§\ﬂjls

5 T2s
T2e S T2e

> >
(a) (b) X

Figura 3-03 - Representacdo da variacdo da temperatura dentro do trocador. Modelo de trocador com
correntes paralelas (a) e contracorrente (b). Adaptado de [2]

A imagem acima mostra a grande vantagem de um trocador de contracorrente.
Quando se tem um trocador de fluxo paralelo, a temperatura final dos dois fluidos
tende a uma temperatura intermediaria em relacdo as temperaturas iniciais. Ja no
trocador de calor de contracorrente, a temperatura final do fluido quente se aproxima
muito da temperatura inicial do fluido frio, e vice-versa, conseguindo-se, desse modo,
maior troca de calor. Por esse motivo, os trocadores de calor de contracorrente séo
0S mais comuns, e dificilmente se encontra o trocador de corrente paralela.

3.3Fluidos com mesma vazéao e calor especifico

Para fluidos com mesma vazéo e calores, nao € possivel aplicar

_oD
a equacao encontrada. Pois, neste caso:D =0 e <(1—3D> = 3-11

Inlcpl)
( )
1-1

m2cp2
Para resolver esta questdo, torna-se necessario fazer uma expanséo por série de
2 3
Taylordee* =1+=4+>=+Z 4 ...
1 21 3l

UA m; ¢ 11 UA m, cp;\1°
el =1+ (1— ! p1>+— (1— ! pl)] + o 3-13
m; Cpq m;cCp; 2 lmycpy m;Cp;
1-e?  UA/mep 1
(o) _gp — 1+UA/mep T4 q 3-14
m>Cpz va
Logo, tem-se que:Ty s = Ty — mi;%ie) 3-15

UA
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Neste caso particular, a diferenca de temperatura de um fluido que passa por uma
area dA é igual a do outro fluido. Essa diferenca de temperaturas (AT) é igual a uma
temperatura média que, nesse caso, substitui a diferenca média logaritmica.

| dT,=dT,=dT

»
>

X, posi¢do no trocador

Figura 3-4 - Comportamento da temperatura ao longo do trocador de contrafluxo com os fluidos
contendo a mesma capacidade térmica, baseado em [1]

3.4Trocador de calor com mudanca de fase

Outra abordagem deve ser aplicada quando um fluido do trocador de fase sofre uma
mudanca de fase. Neste caso, esse fluido estaria a temperatura constante.

Assim, o calor vai depender da média logaritmica da temperatura,
ln[(Tl,e - TZ,S)/(TLS - TZ,e)]

(Tie = Tos) = (Tis — Tze)
ln[(Tl,e - TZ,S)/(Tl,S - TZ,e)]

A partir desta equacao, pode-se manipular e encontrar:

q="UA l l = mep(ts — t,) 3-16

ua _ (Tc - Te)/ _ (Tc - Ts)/
mep = " .-l =~ a. -] s
_vA T —T,
e mep = 3-18
Tc - Te

E chegar-se em:

T, =T, + (T, — T,)(1 — e~ UA/mcp) 3-19
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T. Fluido 1

v

Fluido 2

.

X, posi¢do no trocador

Figura 3-5 - Comportamento da temperatura ao longo do trocador de calor onde ocorre a mudanca de
fase de um dos fluidos [1]

3.5Qualidades de um trocador de calor

Efetividade é uma caracteristica importante dos trocadores de calor. E a raz&o entre
a transferéncia de calor real e a transferéncia de calor ideal para uma configuracao de
trocador.

_ Qreal _ Qreal

Gideal B (mcp)(Talta_Tbaixa)

3-20

Quando esta transferéncia de calor ideal € a maxima possivel, podemos dizer que o
trocador de calor tem area infinita.

O numero de unidades de transferéncia (NUT) € um parametro adimensional muito
utilizado em trocadores de calor, sendo definido como: [4]
UA
NUT = —— 3-21
MmcPmin

E possivel utilizar o NUT para encontrar a efetividade do trocador, sendo que este
depende apenas do NUT, da razdo entre as capacidades térmicas [3-22] e da
configuracéo do trocador (contracorrente, paralelo, entre outros).

_ MCPmin

C =
MCPmax

3-22

A configuragéo do trocador de calor fornece o U, coeficiente de transferéncia global
de calor, e 0 A, a area do trocador de calor. E mediante esses adicionados as
caracteristicas do fluido, é possivel encontrar o NUT pela equagéo 21.

A partir das equacdes 21 e 22, € possivel encontrar o coeficiente D:

D = NUT(1-C,) 3-23
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E, finalmente, encontra-se a efetividade pela seguinte equacéo:

1-—¢eP

= 3-24
c,— eP

&
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4 - MODELAGEM DE SISTEMAS
TERMICOS: SOLUCOES BINARIAS

4.1Introducéo

As primeiras maquinas térmicas foram concebidas utilizando-se uma solucéo pura
como fluido de trabalho, sendo a mais comum a agua. Porém, as vezes, se torna
interessante a utilizacdo de solucdes binarias, em virtude de suas particularidades,
nos sistemas térmicos. Destacam-se como exemplo o ciclo Kalina e o ciclo de
refrigeracdo por absorcéo. Este ultimo é o foco deste capitulo.

v' Solucdes Binarias

Primeiramente, € preciso definir solu¢édo binéria: aquela em que o equilibrio prevalece
entre a fase liquida e a vapor. O liquido € uma solucdo de duas substancias, A e B,
assim como na fase vapor, que também possuem A e B. A Figura 1 ilustra o que é
uma solucéo binaria.

_
Concentracdo de A
e B no vapor ndo é A e B na fase
necessariamente
igual a do liquido. vapor
A e B na fase
liquida

Figura 4-1. Representacdo esquematica de um sistema fechado bicomponente (substéncias A e B) com
duas fases (liquida e vapor)

Para estudar este tipo de solucao, é preciso descrever sua composicdo, o que pode
ser feito de duas maneiras: ou pela fragdo massica ou pela fragdo molar, conforme
mostrado nas Equacdes 1 e 2.

mfy = ——— 4-01

yA - - 4'02
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v' Diagrama de fases

Para facilitar a analise da mudanca de fase dessas solucdes, é preciso desenvolver
os diagramas de fases (T-x), nos quais € possivel identificar que tal mudanca ocorre
com uma temperatura variavel para cada concentracéo (o que difere das substancias
puras). Um exemplo deste diagrama esta descrito na Figura 2 [1].

8o0—————————

o i

270

260/

Temperatura [K]

250/

®_
@_
rd
@_

0 0.2 0.4 0.6 Yoz 0 g Xout2 1

Concentracdo de Butano [-]

Figura 4-2. Representacdo de um diagrama T-X para uma mistura de propano e butano, baseado em [1]

Procedendo-se a uma andlise detalhada da Figura 2, € possivel destacar sete pontos
importantes a serem discutidos, marcados de “A” a “F” [1].

Pode-se notar a existéncia de trés regides: na primeira, demarcada por “F” acima da
linha azul indicada por “B”, existe apenas vapor da solugcéo de butano e propano. A
regido entre as duas curvas € a regiao “C”, na qual ha o equilibrio entre as fases
liguido-vapor. A regido inferior, G, é a regido na qual a solucdo existe apenas no
estado liquido[1].

Escolhendo inicialmente uma concentracdo de butano equivalente a 0,8, pode-se
dizer que o ponto 1 representa vapor superaquecido. Se a temperatura do vapor for
reduzida a concentracdo constante, a solu¢do encontra a linha B, ou seja, chega no
“ponto de orvalho”, no qual se da inicio a condensacao. No ponto 2, é possivel aplicar
a regra da alavanca, para saber qual a concentragao do butano na fase vapor (ybut,2)
e na fase liquida (xout2). Deve-se salientar que a solugcdo se encontra a uma
concentracéo de 0,8. Se ainda ocorrer uma reducdo da temperatura (mantendo-se a
concentracdo de butano em 0,8), a mistura vai cruzar a linha no chamado “ponto de
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bolha” (linha D). Temperaturas abaixo dessa mistura tera apenas liquido, como
indicado no ponto 3 [1].

Finalmente, a temperatura na qual as curvas encontram 0 eixo da esquerda € a
temperatura de ebuligdo do Propano puro, ponto “A”, e quando encontram o eixo da
direita € a temperatura de ebulicdo do Butano puro (100%), ponto “E”. Note que,
nesses dois casos, a mudanca de fase ocorre a temperatura constante[1].

Algumas misturas se comportam como substancias puras na mudanca de fase. Elas
sdo chamadas de misturas azeotrdpicas, quando a ebulicdo ocorre a temperatura
constante; e eutéticas, quando a fusdo ocorre a temperatura constante [1].

v' Equacionamento de soluc¢des binarias

Ao contrario de substancias puras que necessitam apenas de duas propriedades para
se definir o estado termodinamico, no caso de uma mistura binaria, sdo necessarias
trés informacdes: temperatura, pressdo e concentracdo de uma das espécies [1].

A primeira correlacdo usada descreve a relacdo entre temperatura de saturacéo e
pressédo de saturacdo do composto puro. Essa expressao tem sua origem no equilibrio
de fases, ou seja, o potencial quimico da substancia na fase vapor deve ser igual ao
potencial quimico da mesma substancia na fase liquido (se houver equilibrio de fases,
por exemplo, ebulicdo). Com base nessa constatacao, é possivel obter a expressao
de Clapeyron que, simplificada, resulta nas Equacdes 3 e 4, chamadas de relacdes
de Clapeyron-Clausius ou rela¢gdes de equilibrio. Mais informacfes da origem dessa
equacao podem ser obtidas nas referéncias [1] e [2].

Para a substancia pura A:

InPyge s = Cpa+ 24 4-03

Tsat

Para substancia pura B:

CZ,B

4-04
Tsat

In Psat,B = Cl,B +

Nas quais os termos C; sdo constantes que dependem da substancia, Tsat € a
temperatura de saturacdo absoluta, K e Psat - presséo de saturacao.

A segunda correlagdo é a Lei de Raoult, cujas bases séo oriundas de resultados
experimentais. Destaca-se que tal equacdo é valida para solugdes ideais, como
indicado nas Equacdes 5 e 6. Ressalta-se, entdo, que se consegue obter a pressao
parcial de A na mistura da fase vapor, em funcéo da concentracdo de A no liquido e

de sua presséo de saturagdo como componente puro [1].

Py = X4,1Psqat.a 4-05
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Pp = x5 1Psarp 4-06

P, e P referem-se a pressédo parcial de A ou B na mistura, x4, e xg; referem-se a
fragdo molar da substéancia A ou B no liquido, e P4, 4 € Psqe p @ presséo de saturagéo
da substéncia pura A ou B para a temperatura estudada.

A terceira correlacdo usada € a Lei de Dalton ou dos gases ideais. Tal conceito se
baseia na ideia de que as forcas intermoleculares ndo sao significativas, pois se pode
afirmar que “cada gas se comporta como se estivesse sozinho na temperatura e
volume da mistura” [2]. As equacdes 7 e 8 descrevem o resultado desta Lei[1].

PA = yA,th 4-07

PB = yB,UPt 4‘08

Somando-se as Pressdes parciais de A e B, tem-se a presséo total do sistema, como
mostrado na Equacéo 9.

P.= Py+P, 4-09

Finalmente, combinando-se a Lei de Raoult com a Lei de Dalton, chega-se a Equacéao
10.

X4,1Psar,a _ Xg,1Psar,p
Yayv VB

4-10

Na qual P, € a pressao total, P, € pressao parcial de A, Pz é a pressao parcial de B,
Xa, e xg; S0 as fragdes molares de A e B no liquido, e y,, e yz,Sd0 as fragdes
molares de A e B no vapor.

v' Desenvolvimento de um diagrama de fases

Como desafio de como usar as Equacgbes 3 a 10, este item é baseado no exemplo
5.20 da ref. [1], no qual se pede o diagrama T-x do Butano e Propano para uma
presséo de 101300 Pa. As fungbes que descrevem o comportamento do butano e do
propano puro, em equilibrio durante a mudanca de fase, sdo dadas:

Butano: InP,,, = 21,77 — 222

4-11

Tsar

2286
TsaT 4'12

Propano: In Py, = 21,40 —
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v' Efeito da presséo atmosférica no diagrama de fase

Deve-se salientar que a pressao influencia no comportamento do diagrama de fases,
como pode ser observado na Figura 3. Quanto maior a presséo, o chamado “envelope”
de fases se desloca para cima. Maiores pressdes de processo acarretam em maiores
temperaturas para que ocorra a vaporizacao da mistura [1].

Aumento de P

o) 02 04 06 o8 1

Concentracdo de butano (-)

Figura 4-3. Diagrama de fases para trés pressdes de processo distintas. A curva azul possui a maior
presséo, enquanto a curva em vermelho possui a menor pressdo. Baseado em [1]

4.2Separacao de solucdes binarias (colunas de separacao e retificas)

Para separar essas duas substancias da mistura, € necessario fazer o processo da
destilacao. Esse processo consiste em pré-aquecer a mistura até uma temperatura na
gual se inicie o processo de mudanca de fase e, em seguida, passar por uma torre de
separacédo que por gravidade separa a fase liquida do vapor. A Figura 4 mostra uma
coluna de destilagdo em um estagio [1].

E desejavel que haja uma alta fragdo molar da substancia A no liquido e uma alta
fracdo molar da substancia B no vapor. Ou seja, a substancia menos volatil deve estar
mais presente (maior concentracdo) na fase liquida, enquanto a espécie mais volatil
deve estar mais presente (maior concentracao) na fase vapor. Como ilustra a figura
seguinte [1]:
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Liquido de
alimentacao

Pré-Aqgecedor

280

270

T T T T

240

a0t M L W
0 0.2 0.4 0.6 08 1

Concentragao de A [-]

Figura 4-3. Exemplo da coluna de destilacdo em um estagio com respectivo diagrama de fases. Nota-se
gue a concentracdo de A na fase liquida ficou mais baixa (0 que quer dizer que a de B ficou mias alta)
enquanto a concentracdo de A na fase vapor ficou mais alta. Adaptado de [1].

Para melhorar a eficacia da destilacéo é utilizado o processo de retificacdo. Nesse
processo, assume-se que entra liquido saturado, indicado no ponto i. Esse liquido
passa por um vaporizador parcial, no qual € aquecido até a temperatura 2. Na parte
inferior, o liquido é aquecido, enquanto que o vapor é resfriado. A separacao ideal
torna-se bem eficaz, dado que o liquido sai em uma concentracdo 3L, e 0 vapor sai a
1V. Existe ao longo da coluna equilibrio entre T e p. Para torres reais deve-se ter uma
diferenca de temperatura entre liquido e vapor e diferenga de pressdes de vapor entre
o liquido e vapor para que se tenha transferéncia de massal[1].
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0 v Mole fraction x, v 1.0
l Alto x, no Altoy, no
Aquecimento liquido vapor

Liquido

Figura 4-5. Representacdo esqueméatica de uma retifica com respectivo diagrama de fases, obtido em [1].

Por fim, a Figura 5 é uma representacao esquematica de uma retifica real: cada altura
representada por uma declividade na Figura €, na verdade, um estagio intermediario
de equilibrio, sendo utilizados “pratos” para garantir a troca de massa entre liquido e
vapor, como indicado na Figura 6. Percebe-se que se resfria no condensador o vapor
para garantir que a fase menos volatil condense e reaqueca o liquido para garantir a

evaporacado da fase mais volatil [1].

Condensador

Pré-Aquecedor

Coluna de destilacao

Mistura Mistura de duas

Liquida A
1 substancias na
fase liquido e vapor
7
Evaporador

Figura 4-6 Torre de destilagdo com respectivos trocadores de calor (reaquecedor e condensador) obtido
e adaptado de [1]
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4.3Entalpia e propriedades termodinamicas de solucdes reais

Valores de entalpia de solucdes binarias e misturas de vapor sdo necessarios ao fazer
calculos de energia. Quando duas solu¢des reais sdo misturadas, ha uma mudanca
na temperatura da mistura, ou seja, pode haver uma liberagéo de energia. Tal efeito
mostra que ndo € possivel obter em uma mistura real a entalpia como uma
ponderacdo dos componentes puros.
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Figura 4-7 Entalpia de uma solucdo real (Agua e brometo de litio) em fun¢ao da fracdo molar de brometo
de litio. Baseado em [1,3]

Uma etapa fundamental na modelagem de sistemas térmicos é trabalhar com

solucBes binarias. Compreender essas solucdes € primordial para entender o
funcionamento do sistema de refrigeracdo por absorcao, que sera estudado em breve

[1].

Para explicar tal comportamento, considera-se um sistema adiabatico, no qual duas
correntes na mesma temperatura se misturam. A corrente 1 contém uma solucao de
agua com uma concentracao de 50% de brometo de litio e uma temperatura de 50°C.
A vazao massica dessa corrente equivale a 1,5 Kg/s. O fluxo de massa 2 contém uma
solucdo de agua com brometo de litio a 60%, temperatura de 50°C e uma vazéo
massica de 7,5 Kg/s. Tal exemplo é retirado da ref. [3]

Se a mistura se comportasse como ideal, seria intuitivo esperar que a temperatura de
saida da mistura desses fluidos fosse 50°C, mas néo € o que acontece.

Primeiramente, € preciso fazer um balan¢o de massa:
mq = 1,5
mz == 7,5 4'13

mg=my+ m, =9Kg/s
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Também é preciso fazer um balanco de espécie, LiBr (a quantidade de brometo de
litio que entra no volume de controle deve ser a mesma que deixa 0 volume de
controle), sendo x a fragdo molar de LiBr:

X3m3 = x1m1 + mez 4'14
x; = 0,583 4-15

Ao aplicar a Primeira Lei da Termodinamica para um volume de controle adiabético e
sem realizacao de trabalho, considerando que h; = 103,92 KJ/Kg e h, = 134,99 K]/
Kg, é possivel encontrar o valor de h; da seguinte forma.
hym; + h,m,
hy = ————==129,81KJ/Kg 4-16
ms

Ao cruzar os valores de x; = 0,583 e h; = 129,81 KJ/Kg no grafico de entalpia por
fracdo méssica, é possivel encontrar o valor de aproximadamente 51,4°C [3]. Ou seja,
misturas reais tém uma mudanca de temperatura quando entram em contato, nao
sendo mais possivel tratar a entalpia dessas como uma simples ponderacao dos
componentes puros [3].

Observe que, quando h& mistura de dois fluidos, ocorre uma liberacdo de energia;
isso € chamado de variacdo de entalpia da mistura, ou calor de mistura. Em outras
palavras, dois fluidos com a mesma temperatura, quando misturados, resultam em
uma mistura com temperatura diferente da inicial, se ndo houver transferéncia de calor
para o ambiente [3].

Para uma melhor visualizacdo do chamado “calor das misturas”, seguem dois
experimentos muito simples que podem facilmente ser repetidos.

v Mistura Exotérmica.

Para conseguir uma mistura exotérmica, basta adicionar &gua com hidréxido
de sddio (H,0 + NaOH). As Figuras 4-8 e 4-9 indicam fotos realizadas usando
uma camera infravermelha e evidenciam o fato da entalpia, em funcao da
concentracéo nao ser uma simples ponderacao das entalpias de cada elemento
mostrado na Figura 4-7 (entalpia da agua brometo de litio em funcédo da
concentracdo). Ou seja, as misturas ndo sao ideias e, pelo fato de elas
ocorrerem, tem-se uma liberacdo de energia para o meio (exotérmica). Note a
Figura 4-10: a mistura ap0s algum tempo de contato foi agitada para
homogeneizar a temperatura do copo; ao lado do copo com a mistura existe
um outro copo com agua representando o estado inicia do fluido. E importante
salientar a variagao de quase 30°C apenas com a mistura (H,0 + NaOH).
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Figura 4-10. Situacgao térmica apods a agitacdo da mistura de agua e soda caustica. Fonte: Os autores

v" Mistura Endotérmica

Para a mistura endotérmica, foram utilizados os seguintes produtos: agua e
ureia (H,0 + CH,N,0). O mesmo procedimento foi realizado como indicado nas
Figuras 4-11 a 4-13. Observe que, nesse caso, a variagdo de temperatura nao
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foi tdo expressiva quanto na mistura exotérmica, pois houve uma reducéo mais
timida de temperatura na ordem de 5°C.

Figura 4-13. Situagdo térmica apds a agitacdo da mistura de 4gua e ureia.Fonte: Os autores

As Figuras 4-14 e 4.15 indicam as fotos da capa do trabalho com uma comparacao
entre a mistura e a temperatura da pele (aproximadamente 32°C).
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Figura 4-15. Comparacao das misturas com a temperatura de uma méo. Fonte: Os autores

4.4Introducéo ao ciclo de refrigeracéao por absorcao

Primeiramente, definiremos dessorc¢édo e absorcao.
v' Dessorc¢ao

O termo dessorcéo descreve a geracao de vapor de uma fase condensada de uma
mistura de um ou mais componentes. Para tal, deve-se ter uma transferéncia de calor.
O termo implica que a fase de vapor tera de forma predominante um componente,
enquanto que, numa evaporacao, podem existir todos os componentes. Ou seja,
dessorgédo € o processo de evaporar apenas uma fase de uma mistura liquida de mais
de um componente [3].
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Figura 4-16. Processo de dessorc¢éo. Baseado e adaptado de [3]
v' Absorcéo

O termo absor¢do descreve a mistura de um vapor em absorvente liquido ou sélido.
E similar a condensacgdo no sentido de mudanca de fase; no entanto, a absorgéo
implica a existéncia de uma fase condensada [3].

x,m,h,T,P, Vapor  Liquido X3mgh3T3P;

N

xlﬂéﬁiﬁglp’% Absorvedor

7

Figura 4-17. Processo de absorgcdo. Baseado e adaptado de [3]

abs

Para esses processos que envolvem mais de um componente, € muito importante
que sejam respeitados o balanco de massa e o balanco de cada espécie. Para uma
mistura de dois componentes, basta adicionar o balanco de uma espécie; para trés
componentes, duas espécies, e assim por diante. Note que, se fizer o balanco global
de todas as espécies, havera uma equacao linearmente dependente [3].

Como exemplo, utilizando a Figura 4-9, tem-se:
mq + m, = m3 4'17
m1x1 + moX, = m3X3 4'18

Agora, usando-se os conceitos de absor¢do e dessorcao, a Figura 10 ilustra o ciclo
de refrigeracdo por absorcdo, em que se observa que a parte esquerda do ciclo é
muito semelhante ao ciclo de refrigeracéo por compressao de vapor; ja a parte direita
difere apenas pela substituicdo de um compressor de vapor pelo sistema de absorcao
[2,3].
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Figura 4-18. Ciclo de refrigeracéo por absorcéo, baseado em [2]

O ciclo de refrigeracdo por absorcdo tem a grande vantagem de ndo precisar
comprimir vapor, o que faz com que o trabalho da bomba, I/l'/;,, seja desprezivel.
Consequentemente, o gasto de energia elétrica desse ciclo € menor, visto que € bem
mais facil comprimir um liquido do que um géas. Entdo, por que o ciclo de refrigeracéo
por absorcdo ndo é tdo comum no nosso dia a dia? Isso se deve ao fato de o ciclo de
refrigeracdo por absorcdo necessitar de uma fonte de calor para que o fluido de
trabalho sofra dessorcéo. No gerador da Figura 10, o gasto dessa energia seria maior,
se viesse de uma fonte que gere custos. Porém, ao aproveitar fontes de calor, como
vapor residual de industrias, esse método se mostra muito mais econdémico que a
compresséao de vapor.

Os fluidos mais comuns para esse tipo de sistema sdo a solu¢do de agua aménia e a
solucdo de agua brometo de litio. A Figura 10 mostra um exemplo tipico de agua
amonia. E muito importante destacar que, quando o fluido de trabalho vaporiza, no
existe neste vapor uma concentracao significante de solvente. Para isso, é utilizado
um resfriador por refluxo ou retifica para o caso da mistura de agua e amo6nia, como
indicado na Figura 4-11.
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Figura 4-19. Ciclo de Refrigeragao por absor¢ao quando o fluido de trabalho é 4gua e amdnia. Baseado e
adaptado de [2.3]

Caso parte do vapor ainda possua alguma porcentagem de solvente, pode-se fazer
um resfriamento como uma tentativa de se diminuir a concentracdo de amonia em
agua, por exemplo. Uma importante diferenca entre as solu¢gées NHs-H20 e H20-LiBr
é o fluido que vai circular pelo condensador e pelo evaporador [3].

No caso de H20-LiBr, € a agua que vai ser o fluido de trabalho. Desse modo, a solugéo
gue retorna do gerador para o absorvedor fica com uma concentragdo maior de LiBr,
quando comparado a solucdo que entra no gerador [3].

No caso de NHs-H20, a amoénia é que vai ser o fluido de trabalho. Desse modo, a
solucéo que retorna do gerador para o absorvedor fica com uma concentracdo menor
de amoénia, se comparada a solugdo que entra no gerador. Porém para esta solucao
em especial € necessario que haja uma modificacdo no ciclo original. Uma retifica é
adicionada ao ciclo, entre o gerador e o condensador. O objetivo principal da retifica
é eliminar qualquer residuo de &agua, evitando-se a formac&o de gelo em outros
componentes, o que poderia danificar o sistema. Pode-se também adicionar um
trocador de calor (regenerador) entre o gerador e o absorvedor que permite que a
solucéo forte que entra no gerador seja preaquecida pela solucéo fraca que deixa o
gerador (esse tipo de trocador pode ser usado em qualguer um dos ciclos) [3].
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Para maiores informacdes sobre esse tipo de ciclo, temperaturas de operacao, COP,
dentre outros, indica-se a apostila SISTEMAS DE REFRIGERACAO POR

ABSORCAO, proposta por Oliveira-Junior et al. [5].
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5—SISTEMAS DE BOMBEAMENTO

5.1 Introducéao

Este capitulo aborda o funcionamento de bombas centrifugas de acordo com o
sistema nas quais sao operadas, assim como a caracterizagao desse sistema, como
a determinacao do seu ponto de operacdo. Foram usados as referéncias [1-4] para
este capitulo

5.2Curva caracteristica de uma bomba

Com o objetivo de se obter a equacao de Bernoulli em regime permanente, parte-se
do balanco de massa, da analise de Primeira Lei e da andlise de Segunda Lei para
um volume de controle em regime permanente:

dmyc ; ; .
- =Zme-zms=m 5-01

dU, , /A , V.2 . .
—E = g (he + o+ 970) = ) ring (g + =+ g25) + Qo — W 5-02
ds )
d:C = z MeSe — Z mgSg + QT—v(;C +o0o 5-03

Pegando-se a Equacédo 03 e substituindo-a na Equacao 02, tem-se:

Quc = 1(ss — )T — To0 5-04
. V.’ V? . o
0=m||h,+ - +gz, |- hs+ - + gz || + m(sg — 5.)Ty — Tod — Wy 5-05
L A v .
Wye = m || he — Tyse + - + 9z, | — | hs — Tyss + > + gz || — Tyo 5-06

Em que T, é a taxa de irreversibilidade, também denominada trabalho perdido

Wheraiao. definida como a diferenca entre o trabalho reversivel (trabalho maximo) e o
trabalho real, ou:

Wreal = Wmax - Wperdido 5-07

Para fluidos incompressiveis:
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Tds = dh —vdp 5-08

Integrando-se 5-08 e a T = T,, tem-se:

vAp = Ah — TyAs 5-09
v(pe - ps) =h, — hs — TO(Se —S5) 5-10

: . V2 —V? .
Wye =m U(Pe - ps) t+——F+ g(ze - Zs) —Too 5-11

2

Num processo reversivel com uma entrada e uma saida, sem realizacao de trabalho,
e com ¢ = 0, pode-se chegar na Equacédo 5-12. Tal equacgéo é chamada de equacao
de Bernoulli.

_ 2,2
PP+ g (2.~ 2) = 0 5-12

Voltando para o processo de uma bomba real,

2 2

—_ V —
pe pS+ e S +g(Ze—ZS)

. > —Ty6 5-13

Wpombaye = m l

Usando-se os termos da Equacéo 5-13 de forma ao trabalho da bomba ser positivo,
chega-se na Equacao 5-14.

2 2
; _|Ps—pe , V" — Vi _
|Wbomba,VC| =m I - P : + - 2 : + g9(zs — Ze)l —Tyo 5-14
Wbomba _ Ps — Pe ‘/:92 - Ve2 TOO" 5-15
; - + + (Zs - Ze) -
mg Pg 29 mg

Em que T, é o trabalho perdido na bomba. Este termo relaciona-se com Mecéanica
dos Fluidos de forma que é composto de perdas de carga locais e distribuidas. E
importante salientar que o restante da Equacao 5-15 refere-se ao trabalho ideal, ou

- W - Vs2-Ve? -
méaximo trabalho: ’;Tf’l’;"’“ = pspgpe + -2 de + (z; — z,). Um ultimo ponto a se comentar

€ gque as unidades da poténcia executada pela bomba, quando dividida pela vazao
massica e aceleracdo da gravidade passa a ser em metros, i.e., uma unidade de facil

medicao e usual em hidraulica.

5.3Perdas de Carga Locais e Distribuidas

A instalacdo de uma bomba centrifuga deve ser bem estudada para se obter a curva
caracteristica do sistema, e com isso 0 ponto de opera¢do da maquina (Figura 5-1).
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As perdas totais de energia ou altura manomeétrica no sistema podem ser divididas em
duas categorias [2].

—z2

—z1

)
£,

1.4

Figura 5-1. Instalacdo de bomba centrifuga entre dois reservatérios. Baseado em [2]

Perdas Locais resultam de efeitos localizados como mudancgas repentinas de area
transversal, valvulas, juntas e outros efeitos pontuais é descrita:

K;V?
29

5-16

Em que K é o coeficiente de perda localizada, que deve ser determinado
experimentalmente para cada instancia de perda.

As perdas de carga distribuidas resultam do efeito do atrito no escoamento
plenamente desenvolvido em tubulagBes com area da secao transversal constante.

LV?
JLV” 5-17

D 2g
Alguns tipos de perdas localizadas podem ser traduzidos em comprimentos
equivalentes Le de tubulacdo sob um certo fator de atrito f. Nesse caso, utiliza-se a

Eq. 5-17 substituindo-se L por Le.

Com o aumento do comprimento da tubulacéo, aumenta-se a area em atrito com o
fluido, e, portanto, as perdas de energia por esse efeito. JA& com o aumento do
didmetro da tubulacéo, tais perdas sdo atenuadas devido a maior razdo entre a
quantidade de fluido atravessando uma sec¢ao da tubulacdo e sua area de contato que
atrita com a tubulacéo.

Por serem termos ligados ao componente quadratico da equacdo da altura
manométrica em funcdo da vazao de fluido, um aumento das perdas provoca uma
acentuacdo da curva caracteristica do sistema (ela cresce mais rapidamente), e vice-
versa.
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Assim:

Wbomba _ _
. - Hbomba -

_ V2 _y2 KVv? fLV?
Ds — De s e z, — 2, < i | f ) 5-18
mg Py 29

29 F@
A eficiéncia de uma bomba centrifuga é dada pela raz&o entre o trabalho real que ela

exerce sobre o fluido, dado pelo produto entre a vazdo massica, altura manométrica
total fornecida Hp e a aceleracéo da gravidade g e o trabalho fornecido a bomba [2].

W, mgH VH
n=- real = 9 14 — pg 14 5-19
Wfornecido Wfornecido Wfornecido
A
HP
0 v

Figura 5-2. Curva caracteristica de uma bomba centrifuga. Baseado em [2]

O ponto em que V = 0 corresponde a altura manométrica necessaria para se manter
a capacidade da bomba. Ja o ponto em que H, = 0 € onde o fluido passaria pela
bomba como se a mesma fosse apenas um duto [2].

a

n

Eficiéncia Maxima

0 v

Figura 5-3. Rendimento. Baseado em [2]
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5.4Curva Caracteristica de um Sistema

A curva caracteristica de um sistema é em geral uma curva de perdas de carga
quadratica que varia com a vazao de fluido pela sua instalacdo. A instalagdo em que
uma bomba centrifuga deve funcionar deve ser analisada para se estimar a curva do
sistema que definird o ponto de operacdo da bomba e se a mesma pode ou ndo ser
utilizada nessa instalacao [2].

P=P V-V, fL Z y?
Hp = g + Zg +2z,—2z + D + ' ki zg 5-20
l

No caso da Figura 5-1 calcula-se a curva caracteristica do sistema conforte a Equacéo

5-21 [2].
fL vz
Hp222—21+ E-I_Ziki 5 5-21

A bomba deve vencer a diferenca de altura e as perdas locais e distribuidas da
tubulacéao.

22—11{
»

v
Figura 5-4. Curva caracteristica do sistema. Baseado em [2]

5.5Associa¢cdes de bombas em série e em paralelo

A associacao em série é utilizada para aumentar a altura manométrica total de uma
instalacdo. Considere duas bombas que que fornecem altura manométrica Ha e Hg e
sao associadas em série [1].
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Ba Bs

Ha + Hs

Ha Q
Lu 3

Y

Figura 5-5. Associacdo das bombas em série [2].

Para uma dada vazao volumétrica Q que o conjunto fornece a altura manométrica
resultante € a soma da altura manométrica individual fornecida por cada bomba.
Devido ao sistema estar em regime permanente, ambas as bombas devem fornecer
a mesma vazao Q.

Hysrie = Hy + Hp 5-22

Qs¢rie = Q4 = Q5 5-22

Em associacdes em paralelo, por sua vez, emprega-se preferencialmente bombas
iguais de forma a aumentar a vazao em um sistema mantendo-se a mesma altura
manomeétrica. Se um aumento da vazao requisitada de uma bomba centrifuga pode
fazer com que a mesma opere muito longe do seu ponto de maior eficiéncia, pode-se
empregar outra bomba em paralelo para que as duas operem mais préximo do seu
ponto de maior eficiéncia (esse exemplo sera motivagdo do Capitulo 6). Ajustes da
vazao podem ser feitos desativando uma ou mais bombas da associagédo em paralelo.

5.6 NPSH e Cavitacéao

O NPSH (Net positive suction head, ou altura positiva liguida de succao) é uma
grandeza que representa a diferenca entre a energia total absoluta na succdo e a
energia da pressao de vaporizagao do fluido como uma altura manométrica. O NPSH
disponivel na suc¢édo da bomba, portanto, é dado como:

5-22

V. 2

NPSH), = <& + i) _ Drat
pg 29) pg

Onde:

ps = pressao na succado da bomba.

pv = Pressao de vaporizagao do fluido.

Vs = Velocidade média do fluido na succéo.

A altura manométrica Hs (ps/pg )na succao pode ser calculada substituindo-se o ponto

2 pelo ponto s, da succéo, na Eq. 20, e considerando-se que a bomba ainda nao
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realizou trabalho sobre o fluido (Hp = 0) visto que o ponto s esta imediatamente antes
da sua entrada:

P—P, V.-V fL V2
0=—"—=+-2 1+Zs—zl+<3+2ki>5 5-23
L

P9 2g

Rearranjando-se a equacgéao, tem-se:

s P V=V fL z V?
H=—=—— — — | — L — -
5= 0d - pg 29 Zs + z4 (D + i k; 29 5-24

Por fim, para o caso de um reservatorio de fluido aberto no ponto 1 considera-se na
sua superficie V1 = 0 e p1=pam. Sendo a tubulagéo de entrada de diametro uniforme
até a succdao, V = Vs. Simplificando a equagéo:

p fL v,
Hs=—1—zs+zl—<3+2ki+1>25—g 5-25
l

Py

O NPSH requerido, ou NPSHRr de uma bomba define a altura manométrica total na
succao necessaria para que a bomba opere sob condi¢cfes definidas de cavitacéo.

Devido a natureza do processo de cavitacao e da geometria variavel por onde o fluido
passa ao ser bombeado, a obtencdo do NPSHr de uma bomba é experimental. Ela
depende das suas condi¢des de operacao e é dada por meio de critérios de cavitagao.
Sem um critério de cavitagdo como base de comparagcédo, o NPSHR de uma bomba a
principio ndo fornece informacao Gtil. Quando ndo mencionado, assume-se que o
critério de cavitacdo €, portanto, o NPSHs. Esse critério, um dos critérios mais
utilizados na industria por sua maior facilidade de medic&o € utilizado para se medir o
NPSH quando hd uma queda de 3% na altura manométrica total da bomba. Neste
momento, o NPSHr de uma bomba a uma dada condicdo de operacdo é definido
como NPSHp do sistema na qual ela esta instalada, calculado no momento e
condicdes que em ocorre a queda especificada na altura manométrica da bomba.

Como é desejavel para o bom funcionamento a longo-prazo da bomba que se evite
sua operacao proximo da condicéo de cavitacdo, o NPSHq do sistema deve ser maior
que o NPSHr da bomba de forma que a altura manométrica total em qualquer ponto
dentro da voluta seja maior que a altura manomeétrica equivalente a pressao de vapor
do fluido bombeado.

NPSHj (sistema) > NPSHgr(bomba) 5-24

Para isso, estabelece-se uma margem de seguranca adequada para evitar perdas de
desempenho, barulho, vibragdes e até erosdo por cavitacdo. Ela pode depender do
material utilizado na construgéo da bomba, do seu tamanho, das suas condi¢cbes de
operacéo e das caracteristicas do fluido e da temperatura na qual € bombeado. Ela &
calculada com base no NPSHr calculado no ponto de operacao de melhor eficiéncia
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da bomba, em volta do qual a mesma deve operar 0 mais proximo possivel para se
evitar perdas.

NPSH,

Sy =
4™ NPSHg no ponto de maior eficiéncia

5-25

Referéncias

[1] PRITCHARD, P. J. Fox and McDonald’s Introduction to Fluid Mechanics.
82. ed. John Wiley & Sons, 2010.

[2] PENONCELLO, S. G. Thermal Energy Systems: Design and Analysis. CRC
Press, 2015.

[3] ALE, J. A. V. Sistemas Fluidomecéanicos: Sistemas de Bombeamento.
PUCRS, Porto Alegre, 2011.

[4] SULZER PUMPS LTD. Centrifugal Pump Handbook. 32. Ed. Elsevier, 2010.

61



6 - SIMULACAO DE SISTEMAS

6.1 Definic&o

Sistemas termodindmicos e hidraulicos sdo conjuntos de componentes cujos
parametros de desempenho sao inter-relacionados (ou seja, sdo conectados de tal
forma que a informacdo de saida de um componente é usada como entrada do
préximo).

7

Para simular sistemas, é necessario obter informacfes do comportamento de um
componente real (por exemplo, curva caracteristica de um compressor, eficiéncia
isentrépica, dentre outros), com base em observacdes, analises e estudos varios.
Desse modo, € possivel descrever o sistema global real na forma de equacdes
dependentes dos parametros de desempenho e propriedades termofisicas. Estes
parametros podem ser: pressao, temperatura, vazao e transferéncia de energia.
Salienta-se que este texto é baseado principalmente na referéncia [1].

6.2Diagrama de fluxo de informacéo ou diagrama de blocos.

O primeiro passo para a simulagdo de um sistema € fazer um diagrama com o fluxo
de informacdes do sistema, utilizando-se do diagrama de blocos. Tal diagrama
consiste em diferentes entradas e uma saida. As entradas sdo as variaveis
conhecidas ou previamente admitidas.

Em regime permanente, o diagrama de blocos comporta-se como uma equacgao
algébrica, enquanto que, em um sistema de controle (ou sistemas térmicos em regime
transiente), representa uma funcéo de transferéncia. Tais blocos, quando conectados,
podem ser considerados como um sistema de equacdes diferenciais, enquanto em
regime permanente 0s blocos representam um sistema de equacdes algébricas (linear
ou nao linear).

Em cada bloco do diagrama, é colocada uma equacéo que representa a relacéo entre
as variaveis de entrada e saida. De modo geral, os blocos do diagrama representam
as transformacdes que ocorrem no sistema, ou mesmo 0S equipamentos reais. A
Figura 1 indica uma bomba e dois possiveis blocos que representam tal sistema -
concepcao semelhante ao fluxograma de processo em que cada componente é
substituido por um bloco. Coloca-se a equagdo que expressa a relacdo entre as
variaveis de entrada e saida desse bloco, na forma: f(entradas, saidas)=0. No primeiro
caso, tem-se que as entradas séo pressao e vazao massica, enquanto no segundo
caso, tem-se apenas as pressdes como entrada. Novamente, destaca-se a existéncia
de apenas uma saida.
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Figura 6-1. Diagrama de blocos de uma bomba centrifuga atuando em um fluido
incompressivel, por exemplo, agua. Baseado em [1] e [3]

E importante salientar que cada diagrama corresponde a uma equacao, isto €, pode
haver vérias entradas, porém apenas uma saida (solu¢ao).

Métodos para simulacao

Uma vez estabelecido o modelo de diagrama de blocos, deve-se utilizar um método
matematico ou numeérico apropriado para implementar um codigo computacional de
simulacéo, ou seja, deve-se resolver o sistema de equacdes ndo lineares. Destaca-se
gue com um codigo pronto € possivel ndo s6 descrever o sistema para condicdo de
projeto, mas sim, escrever um programa com capacidade de predizer comportamento
em situacOes fora dessa regido, desde que esteja dentro da regido de validade das
interpolag@es e hipoteses simplificadoras.

6.3Método das aproximacdes sucessivas

O Problema de simulagéo, usando o método das substituicdes sucessivas, é resolvido
assumindo um valor para uma ou mais variaveis independentes e avaliando a fungéo
(ou conjunto de funcdes) até que o valor da primeira variavel seja obtido novamente.
Dessa maneira, torna-se possivel resolver a equacao ou sistemas de equacdes. Deve-
se destacar que um cuidado a se tomar € a convergéncia nesse método que deve
satisfazer alguns critérios. Nesse ponto, o leitor deve procurar na literatura
especializada alguns critérios de convergéncia para esse sistema [4].

Como exemplo tem-se 0 seguinte sistema de bombeamento em paralelo, entre duas
caixas de agua.
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O
—

Ap

Figura 6-2. Sistema de bombeamento de 4gua envolvendo duas bombas em paralelo e duas
caixas de 4gua abertas para o ambiente, modificado de [1]

Esse sistema é descrito pelas Equacdes (1) a (4), mais:

Ap(kPa) = 810 — 25m, — 3,75(m,)? 6-01

Ap(kPa) = 900 — 65m, — 30(m,)*> 6-02

Ap(kPa) = 7,2m? + pgh = 7,2m? + 1000 * 9,807 * 40/1000 6-03
m=my+m, 6-04

Deve-se destacar que as Equacdes 6-1 e 6-2 sdo interpolacdes da curva caracteristica
fornecida pelo fabricante. Ja a Equacao 6-3 se refere a Equacéo da Energia, levando-
se em consideracdo que a unidade dela ao invés de [m] como tradicionalmente é
obtida Hbomba [M] = f(Q [I/S] ) estd em Apvomba [kPa] = f(m [kg/s]). A Equacéo 6-4, por
suavez, € a Equacédo da Continuidade na forma simplificada, ou seja, a conservacéo
da massa ou balanco de massa. Para maiores informacfes sugere-se ao leitor o
capitulo de Sistemas de Bombeamentos.

Para simular esse sistema, é necessario escrever as fungdes de modo que elas sejam
iguais a zero. Ou seja, como nas Equagdes 6-5 a 6-8.

fi =810 — 25m; — 3,75(m;)*—Ap =0 6-05
£, =900 — 65m, — 30(my)? — Ap = 0 6-06
fo=7,.2m?+39228 —Ap =0 6-07
fa=m+my; —m=20 6-08

Lembrando dos diagramas de blocos, cada equacéo é representada por um diagrama,
sendo necessario escolher o valor inicial de uma das variaveis. Nota-se que para cada
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funcdo pode haver mais de uma entrada, porém sé ha uma saida. A Figura 3 indica
um possivel arranjo do diagrama para o sistema da Figura 2.

—>[ Altura + Atrito

Ap )
Bomba 2

Balango de
Massa

J

Figura 6-3. Arranjo do diagrama de blocos representando o sistema de hombeamento da
Figura 2, modificado de [1]

Para utilizar esse método, € preciso um valor inicial - neste caso, foi usado mi1=4,2
kg/s. O primeiro bloco a ser resolvido € a Equacdo da bomba 1, que retornara a
diferenca de Pressao Fornecida (ou trabalho de elevacao). ApGs a tentativa inicial, os
outros parametros sdo calculados na sequéncia até que o parametro do chute inicial
seja atualizado. Essa simulagdo ocorre varias vezes até encontrar um valor
satisfatorio (quem define o critério de parada é o proprio programador).

Como exemplificacdo dos primeiros passos, a primeira iteragdo serd mostrada das
Equacbes 6-9 a 6-15

Sabe-se que:
m; = 4,2 kg/s 6-09
Substituindo na equacao f;:
fi =810 — 25 % 4,2 —3,75 % (4,2)>— Ap = 0 6-10
E encontra-se que:
Ap = 638,9 kPa 6-11

Com o valor de Ap encontrado substitui-se os valores em f,e f:
f, = 900 — 65m, — 30(m,)? — 638,9 = 0 6-12
3 = 7,2m*+ 39,228 — 638,9 =0 6-13

Encontrando, assim, os seguintes valores:

m; = 2,06 kg/s 6-14
m = 5,852 kg/s 6-15
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E, por fim, o dltimo passo é atualizar o valor de m com a funcéo f,, encontrando m, =
3,792 kgls, e assim, se inicia a nova iteracdo. A Figura 4 indica como a convergéncia
ocorre. A tabela mostra todas as variaveis, enquanto o grafico indica Ap [kPa] (em
azul e eixo principal) e m [kg/s] (em vermelho e eixo secundario)

8p (kPa) [m, (ke/s) [ m (ke/s) [m, (ke/s)
Chute 4,2
Passol | 6389 | 2060 | 5852 | 3,792
Passo 2 661,3 1,939 6,112 4,174
Passo 3 640,3 2,052 5,870 3,818

- 6.00

- 5.50

- 5.00

= Ap (kPa)

- 4.50
——w (kgfs)

Passo 46 | 651,0 1,994 5,995 4,000
Passo 47 | 650,0 2,000 5,983 3,983
Passo 48 | 651,0 1,995 5,994 3,999
Passo 49 | 650,0 2,000 5,983 3,984 635 ‘ ‘ ‘ ‘ 3.00
Passo 50 | 650,9 1,995 5,993 3,998

- 4.00

- 3.50

Figura 6-4 - Resposta do método das aproximacdes sucessivas, usando-se como diagrama de
blocos o esquema da Figura 3, modificado de [1]

O método das substituicdes sucessivas é muito utilizado pelo baixo custo
computacional, porém € um método bastante instavel, pois necessita de um chute
inicial muito bom, além de o sistema ter de seguir alguns critérios de convergéncia,
como mostrado na Figura 5. Mudando-se a bomba 1 com a 2 no diagrama de bloco
e, se em vez de iniciar o método com um valor inicial de m; = 4,2 kg/s, utilizasse um
valor de m, = 2 kg/s, que é muito préximo da resposta do sistema, mesmo assim o
sistema poderia divergir. Veja a tabela.

- op (kPa) [m, (kg/s) | m (kg/s) |m, (ke/s)
Altura + Atrito Ap Chute 2
Balangcode

M ¢ Bomba 2 Passo 1 650| 4,000 5,98 1,98

assa Passo 2 653,16 3,942 6,02] 2,08

Passo3 | 635,53 4,258 5,81 1,55

P W | Passod | 726,54 2,443 6,81 4,37
- Passo 5 42,87|  11,353] #NUM! | #NUM!
Passo6 | #NUMI | #NUMI | #NOM! | #NUMI

Figura 6-05: Resposta do método das aproximacdes sucessivas, usando-se como diagrama de
blocos modificado, modificado de [1]

6.4Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson é descrito basicamente pela seguinte Equacao (16),
na qual n é a iteracdo, e o valor xn, f(Xn) € f(xn) refere-se ao valor da funcdo no passo
em questao.

f (xn)

Xn+1 = Xp — m 6-16
n
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A base do método Newton-Raphson pode ser obtida, tendo por base a expansao da
série de Taylor para uma funcao f(x), em que se considera apenas a primeira derivada,
como mostrado na Equacéo 18:

Série de Taylor.

f6) = 320D e —ayr = f@ 4 f@* -+ D2 (x—a)? g5
+...

Considerando até o termo de primeira ordem (ou primeira derivada) um, tem-se:

flx )= flxo) + f'(x0) * (x = xo) 6-18

Como se espera encontrar o ponto no qual o f(x) =0 (conforme o diagrama de
blocos), tem-se que: f(x) = 0, e destaca-se que 0 xo refere-se ao valor inicial escolhido
por quem esta resolvendo a equacao.

e f(xy) = ovalor da funcgao no ponto x,
e f'(xy) = derivada na funcao no ponto x,
e x; =valor desejado

De modo que obtemos novamente a expressao:

. G
LT e

O gréfico abaixo mostra o comportamento do método de Newton-Raphson durante
sua execucdo. Nota-se que ele calcula o valor de xi, isto €, a partir da tangente no
ponto do valor inicial. Usando termos coloquiais, ao invés de simplesmente chutar o
préximo valor da funcao, “mira-se” o préximo chute baseando-se na tangente na
funcao do ponto inicial. Nota-se que a equacdao sera resolvida, quando a fungéo y=f(xn)
cruzar o eixo X.

6-19
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Raiz da fung¢do

Figura 6-6 Representacdo esquemética do método de Newton — Raphson.

Como exemplo, pode-se destacar uma equacao do segundo grau: f(x) = x?-3x-10=0.
Usando a equacgao de Bhaskara: A=b2-4ac e x = (-b *+ (b%-4ac)¥?)/(2a) , encontram-se
duas raizes. Sédo elas: x =-2 e x = 5.

Agora, usando o método de Newton-Raphson, pode-se chegar a Equacao 6-20:

fla) _x2—3x—10

=x, — = 6-20
Xn+1 Xn f’(xn) Xn 2% — 3

Usando-se como valor inicial xo=10, encontra-se x1= 6,471 (indicado em vermelho na
Tabela 1) que ser& o valor inicial para a proxima iteracdo (em azul na Tabela 1):

flxg) 102 —3.10 — 10

= x, — —10 - — 6,470 6-21
1= X0 T 2.10-3

A Tabela 1 indica os resultados da avaliacao, usando o método de Newton. Nota-se
que ap0s poucas iteracdes chegou-se ao valor desejado. Quem determina o critério
de parada é o usurario. Note que o valor de f(x) se tornou zero quando X se aproximou
da solugéo.

Tabela 6-1. Aplicagao do método de Newton-Raphson para uma variavel.

Xn f(xn) Ff(xn) Xnsa
1 10,000 60,00 17,00 6,471
2 6471 12,46 9,94 5,218
3 5,218 1,57 7,44 5,006
4 5,006 0,04 7,01 5,000
5 5,000 000 7,00 5,000
6 5,000 000 7,00 5,000
7 5,000 0,00 7,00 5,000
8 5,000 0,00 7,00 5,000
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Aqui, surge uma duvida: e a outra raiz? Entéo, foi realizado o mesmo procedimento,
desta vez para um “chute” inicial de -10. O sistema convergiu para 2.

Tabela 6-2. Aplicagcdo do método de Newton-Raphson para uma variavel.
xn f(xn) f(xn) Xn+1

-10,000 120,00 -23,00 -4,783

-4,783 27,22  -12,57 -2,616

-2,616 4,69 -8,23  -2,046

-2,046 0,33 -7,09 -2,000

-2,000 0,00 -7,00 -2,000

-2,000 0,00 -7,00 -2,000

-2,000 0,00 -7,00 -2,000

-2,000 0,00 -7,00 -2,000

coO~NO Ol WNPE

O leitor, neste ponto, deve perguntar: qual raiz € a correta em um problema fisico?
Geralmente, podemos sempre eliminar essas raizes pela légica do problema, por
exemplo, se x for massa, jamais podera ser negativo. Sempre havera restricdo fisica
para descartar algumas raizes. Concentracdo de brometo de litio em agua, por
exemplo, jamais podera ser maior do que 1 ou menor do que zero. Um cuidado
importante a se tomar é que o método néao identifica que esta em um falso
minimo.

6.5Método de Newton-Raphson para sistemas de equacao

Dado um sistema de trés equacdes e trés incognitas, como mostrado no sistema
representado pelas Equacodes 5-22 a 5-24:

fi (X, %, %) =0 6-22
fz(Xsz’Xs) =0 6-23
fs(Xsz’Xa) =0 6-24

Para o sistema de equacédo, € necessario trabalhar com matrizes. Desta forma, o
método fica de acordo com a Equacao 5-25:

_afl af]_ afl_

axl axZ a.X3
X1 — X — X ;x ;x

f, 9f, 09f; [ 1 110] _ J1(X1,05 %2,05 X3,0)

X2 = X2,0 —f2(x1,05 X2,0; X3,0)

0x; O0x; O0x
1 3 3 — ) ) -
X3 = X30 —f3(x1,05 X2,0; X3,0) 6-25

dfs 0fs 0fs

[0x; Ox, 0Jx;l

Para exemplificar o método, pode-se resolver o sistema de Equacdes obtido da Figura
2. Como primeiro passo, devem-se encontrar as fun¢des que descrevem o problema,
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ja obtidas nas Equacfes 5-5 a 5-8 e mostradas novamente como 5-26 a 5-30. A fim
de ajudar na visualiza¢do da aplicacdo do método [1].

fi =810 — 25m; — 3,75(m;)*> — Ap = 0 6-26
f2 =900 — 65m, —30(m;)*—Ap =0 6-27
L =7,2m? + 39,228 — Ap = 0 6-28
fa=m+my;—m=0 6-29

Segundo passo: Calcular a matriz jacobiana do sistema, para poder aplicar as
derivadas no ponto da iteracdo, ou seja, 0 que seria 0 equivalente a reta tangente no
sistema simples. Tal resultado pode ser visto na Figura 7 [1].

Tabela 6-3 Derivadas das funcdes para montar a matriz jacobiana.

fi _ fi _ fi _ afi _

anp aw, 0 aw, O qw — AW
f _ f _ f _ af; _
m—l a—M/l—25+7,5W1 0_1/1/2_0 %—0

d d d 0

s _ 1 9fs _ 0 9fs _ 1 ofs _ 0

dAp ow, aw, aw

9 _y s _ _ O _ _ o _ 4

dAp ow, aw, aw

Terceiro passo: Escolher os valores iniciais das variaveis e encontrar os valores das
funcdes do sistema: Ap = 750 kPa; mi= 3kg/s m2= 1,5 kg/s e m = 5. A partir desse
passo, encontram-se os valores de fi ,conforme a Tabela 6-4.

Tabela 6-04. Valores das fun¢des no passo inicial[1].

f1 1777
f2 488
f3 150
f4 05

Quarto passo: Calcular os novos valores das variaveis e atualizar os valores das
funcdes. Nota-se que se deve inverter a matriz, encontrando os valores de xi ,e assim,
poder repetir o processo do método de Newton-Raphson até que os valores das
funcBes sejam menores que um critério de convergéncia pré-determinado. Caso o
sistema nao convirja, € necessario alterar os chutes iniciais e repetir o processo. Isso
ocorre porgue o método de Newton-Raphson tem algumas limitagdes que séo falsos
minimos, descontinuidades e singularidades. A Tabela 4 mostra o desenvolvimento
do sistema, conforme as interacdes acontecem [1].
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Tabela 6-05. Valores do método de Newton-Raphson[1].

Iter. f1 f2 f3 fa Ap my m;, m
1° -8,681 4,170 8,778 0,00 651,16 4,055 2,041 6,096
20 -0,081 0,015 0,056 0,00 650,48 3,992 1,998 5,989

3° 0,000 0,000 0,000 0,00 65049 3991 1,997 5,988

6.6 Exemplo proposto pela turma de EM984 2° semestre de 2017

clear all

clc

x = [500; 2.2; 1.8; 2.5]; %chute inicial

xant = [0;0;0;07;

eps = le-6;

for 1 = 1:100
fl1(i) = x(1) = 7.2*x(2)"2 - 392.28;
£2 (1) X (1) - 810 + 25*x(3) + 3.75*x(3)"2;
f3(1) = x(1) - 900 + 65*x(4) + 30*x(4)"2;
f4(1) = x(3) + x(4) - x(1);

dfldm = =2 * 7.2*x(2) ;
df2dml = 25 + 2*3.75*x(3);
df3dm2 = 65 + 60 * x(4);

A = [1 dfldm O O
1 0df2dml O
1 0 0 df3dm2
01 -1-11-;
Ff = -[f1(1); f2(1); £3(1);£4(1)];

deltaX = A\Ff;
xant = x;
x = xant + deltaX;

if (abs( (x(1l) - xant(l)) / x(1l)) < eps &&
abs( (x(2) - xant(2)) / x(2)) < eps &&
abs( (x(3) - xant(3)) / x(3)) < eps &&
abs( (x(4) - xant(4)) / x(4)) < eps )

break

else

continue

end

end
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7 - OTIMIZACAO DE SISTEMAS

7.1Definicao

Otimizacao é o processo utilizado para encontrar valores das variaveis independentes
que maximizem ou minimizem uma dada fun¢do, denominada de fung¢ao objetivo.
Destacam-se custo, massa, volume, area de troca de calor, entropia gerada, dentre
outros [1].

Basicamente existem dois tipos de otimizacao: (i) Aquelas que analisam concepcgoes
diferentes de projetos, tais como comparar um ciclo de refrigeracdo por compressao
de vapor e um por absorcéo; (i) aquelas que analisam as variaveis operacionais de
determinada concepcao de projeto, como a escolha do tamanho de um compressor
ou de um absorvedor [1].

Os conceitos de otimizacdo que serdo abordados nesta apostila ndo fornecerdo
informacd@es suficientes para que seja possivel “pular’ de um conceito de projeto para
outro, porém podera fornecer ferramentas para comparacao de resultados [1].

O primeiro passo para a otimizacao € definir quais sdo as variaveis que se deseja
otimizar, tais como:

e Massa/ Volume
¢ Qualidade / Durabilidade
e Geracao de poténcia / Eficiéncia do sistema

Note que algumas variaveis podem levar a resultados semelhantes, dado que elas
estdo relacionadas. Porém pode haver varidveis que sejam inversamente
proporcionais, razao pela qual é importante definir qual otimizar. Por exemplo:

e Efetividade de um trocador de calor / diferenca de temperatura.

Depois de escolhidas as variaveis, é necessario representa-las matematicamente, de
modo a se obter as fungbes objetivo. A Figura 6.1 indica uma representacao
esquematica da relacdo entre custos e alguns parametros a serem definidos em uma
caldeira. Sabe-se que quanto maior a area de troca de calor, maior sera a efetividade,
isto é, menor o consumo de combustivel associado a menor diferenca de
temperaturas. Por fim, sabe-se que, em contrapartida, o custo de implantacéo se eleva
com o aumento da area de contato. Se for proposta uma funcdo objetivo que seja a
soma dos dois custos, deve existir um ponto “6timo”, como indicado na Figura 6.1
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Custo

Custo total

Consumo de combustivel

Custo de implantagdo

AT -> 1/Efetividade

Figura 6-1 Custos em funcéo da diferenca finita de temperaturas. Baseado e modificado de [2]

E necessario, também, estabelecer as restricdes no problema para que a otimizagéo
ocorra em uma faixa admissivel de valores. Geralmente essas fun¢des sédo oriundas
da propria modelagem, a exemplo da Primeira Lei da Termodinamica. Outras formas
de restricdo sdo as limitacdes; por exemplo, massa nao poder ser negativa,
concentracédo de um soluto em um solvente ndo poder sair dos limites entre zero e 1
(um).

E importante ressaltar que podem existir trés situacdes para o sistema de M equacées
e N variaveis independentes.

e M > N: Problema superdimensionado, no qual ndo é possivel sem eliminar
restricoes.

e M=N: As equagbes podem ser resolvidas simultaneamente. Problema de
Simulacéao.

e M < N: Situacdo normal de um problema de otimizagdo, ou seja, mais
incégnitas do que equacdes.

Existem dois tipos de métodos de otimizacdo: aqueles baseados em calculo, e 0os que
sdo baseados em busca. O primeiro € capaz de fornecer um valor como 6timo, e o
segundo fornece um valor dentro de certos limites. Ademais, os métodos de busca
sdo mais simples para programar, embora os metodos de calculo sejam importantes
para mostrar a logica por detras da otimizagao [1].
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7.2Preparacao de um problema para otimizacao

De acordo com [1], é possivel preparar um problema para otimizar, levando-se em
conta o quadro resumo indicado na Figura 6.2. Nota-se que primeiro se decide o que
se deseja otimizar e, em seguida, se estabelecem as fun¢cbes de restricdo.Por
exemplo, a aplicacdo do balango de massa (restricdo de igualdade) ou que 0 < Cnaci
em H20 < 1(restricdo de desigualdade). Depois € feita a escolha do método de
otimizacao [1].

» 1°Passo: Definicdo do que se deseja otimizar.

* 2° Passo: Representagdo matematica do problema de otimizagdo.
+ DEFINIRA FUNCAO OBJETIVO: define-se como a funcdo que deseja-se otimizar a variavel “y”.
+ Essa é a fungdo objetivo

(xls'xzﬁ'”axn) - Varlavels y(jf."”l() = max[y(xlﬂxzi‘"'px” )]
: y:y('xlbxza""‘xn)
independentes .

Yotimo = mln[y(xla-xz seees Xy )]

* 3° Passo: Estabelecer e equacionar as restricdes do problema.
* lgualdade /Desigualdade

& = (X, x7,....%,) =0
Igualdades

(Equacdes de Balancos)
¢JH = ¢f”('\.l > '\-2 """‘.”) = 0

W = W (x5 x,) S 6

nl =

Desigualdades
(Faixas de Valores Possiveis)
‘I’f =W (x,x00x,) S L;

Figura 6-2 Quadro resumo para preparacado do problema de otimizacdo. Adaptado de [1]

7.3Multiplicadores de Lagrange

O principal método de calculo de otimizacdo € o multiplicador de Lagrange. Esse
método € aplicavel em todo o sistema cujas funcbes de restricdo sejam igualdades,
porém é possivel ajusta-lo para restricdes de desigualdade. A este respeito, indica-se
ao leitor ler a referéncia [1].

Dado um problema de otimizagdo com a funcao objetivo do tipo:

Y=y (X1, X2 e, Xp) 6-1

Onde as restricbes sdo expressas da seguinte forma: tendo-se um problema de m
equacdes com n variaveis independentes. Nesse caso, hao se leva em conta a funcao
objetivo, y, como incdgnita [1].:

1 = Pp1(x1, %3, ., %) =0
6-2

¢m = ¢m(x1'x2' "'!xn) =0
O método de Lagrange indica que o ponto 6timo (minimo ou maximo) ocorre para 0s
valores de (x4, x,, ..., x,) que satisfacam a seguinte situacao [1]:
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De forma mais concisa, o0 sistema de Equacdes 6-3 pode ser convertido em uma
expressdo, como demonstrado pela Equacéo 6-4 [1].

m
Vy— ) AV =0 6-4
i=1

e Problema sem restricao

Caso o sistema ndo apresente restricbes, é suficiente derivar a funcao e igualar a
zero, pois o termo que equivale a Y, A;V¢; torna-se zero, restando apenas o
gradiente da funcdo objetivo. A Figura 6.3 indica uma representacdo grafica do
problema Vy = 0[1].

X2

Minimo ocorre em

6y76y70

X1 — ==
dx;  Ox,

Figura 6-3 Caso particular da otimizacdo de Lagrange, quando ndo ha funcéo de restricéo.
Adaptado de [1]

Exemplo[1]:

Otimizar D e L do trocador de calor casco-tubo da Figura 6.3 para minimizar custo
inicial [1]. Dados:

- Trocador deve conter 100m de tubo.
- Espagcamento dos tubos: 200 tubos por m? de area transversal.
- Custo dos tubos = R$900

- Custo do casco = R$ 1100.L. D%
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- Custo da area de piso ocupada = 320.D.L

1 m? acomoda 200 tubos

~

D (m) !

Figura 6-4 Trocador de calor casco e tubo, figura proposta por [1] e adaptada

Deseja-se, portanto, otimizar as Equacdes 6-5 e 6-6, sendo a primeira a funcao
objetivo, e a segunda, a restricao relacionada a 100 m de tubo e 200 tubos por m2 de
area transversal.

C =900 + 1100LD%*5 + 320DL 6-5
¢ =50mD?L —100=0 6-6

Fazendo-se L = 2 / (mD?), tem-se a funcdo objetivo modificada: C =900 +
2200D°° / + 640/(nD).

Agora, derivando-se C em relacéo a D, é possivel obter um valor 6timo de diametro
D"=0,7 e com isso L"=1.3. Substituindo na Equacéo 6-5, calcula-se como custo minimo
R$ 1.777,45

v" Problema sem restricao

O mesmo exemplo pode ser resolvido pelo caso geral, ou seja, pela otimizagdo sem
restricdo. Primeiramente, é preciso encontrar as derivadas parciais da funcao objetivo
e as das restricoes.

oc _ 2750DY5L, + 320L
oD

oc _ 1100D%° + 320D
oL

9 _ JoorDL
ap "¢
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d¢ 5
E = 50D

O proéximo passo é montar o sistema da seguinte forma:

oc 9 _ .
aD oD
ac 9
a a0
d)(xl)xZ) - 0

Onde se obtém o seguinte sistema:
2750DY°L + 320L — A(100mDL) = 0
1100D%5 + 320D — A(50mD?) =0
50mD?L — 100 =0

Nota-se que a funcdo objetivo ndo faz parte do sistema, por isso é a ultima a ser
calculada. Primeiro, se avaliam as variaveis independentes; e depois se calcula o valor
minimo ou méximo [1].

Assim:
D =0,7m

Depois de encontrado o valor 6timo de D, é possivel calcular também o valor 6timo de
L, da seguinte forma:

L= — =1311
7(0,7)? m

Com os valores de D e L, é possivel encontrar os valores de C e A:
C=R$1.777
A =8,769

A Figura 6.4 indica a interpretacdo geométrica do problema. E possivel notar a
superficie que representa a funcéo objetivo e a curva que representa a funcao de
restricdo. Nota-se que 0 minimo sem restricdo, matematicamente, seria R$900,00.
Porém, dado que a restricdo existe (no caso uma restricéo fisica e de material), tem-
se o ponto de minimo “dentro da restricao”.
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Figura 6-5 Interpretacdo geométrica do exemplo de aula, figura proposta por [1]
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v Interpretacdo geométrica dos multiplicadores de Lagrange

Dado y = f(x1,x2) da Figura 6.6, constata-se que o diferencial dy pode ser calculado de
acordo com a Equacéo 6.7[1].

dy oy 6-7

Vetor
tangente T

v

Xy

Figura 6-6 Interpretacdo geométrica do vetor gradiente, figura baseada em [1,9]

A seguir, escolhendo-se uma linha em que y é constante, por exemplo cs, tem-se que
dy = 0 e, com isso, € possivel propor a seguinte relacdo entre dxi e dxz2 para que o
vetor seja tangente[1]:
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(6}/ 6-8

_ /6x2)

X = ————dx
1 (E)Y/axl) g

Dado um vetor arbitrario qualquer dx;i + dx,j pode-se transforma-lo em vetor unitério:

(dxqi + dx,j)//dx? + dxZ. Para que este seja tangente, deve-se usar a Equagéo 6-8,
conforme mostrado na Equacao 6-9[1].

_ 0y/0x, . . ) . 6-9
T = 6y/6xll+] _ _aY/ax21+ay/ax1]
\/(33’/9952)2 L1 V(@y/0x)? + (9y/0x;)?
0y/0x1

Calculando-se o gradiente da fung&o, porém unitéario, chega-se a Equacdo 6-10.
Observa-se que, quando se calcula o produto escalar entre G e T, o resultado equivale
a zero. Dessa forma, pode-se concluir que o vetor gradiente € perpendicular a curva
no ponto[1].

G- Vy  0y/0xii+0y/0x;] 6-10
vyl \J(8y/9x)? + (3y/0x,)?

Ademais, pode-se ainda concluir que, em um problema com uma Unica restricdo, o
vetor gradiente da fungéo objetivo é paralelo ao gradiente das restrigdes. O valor de A
€ 0 que faz com que ambos sejam paralelos e com mesma magnitude, conforme
Figura 6.7. Outra interpretacdo para essa Ultima grandeza é o coeficiente de
sensibilidade. Para melhores informacdes, sugere-se ao leitor as referéncias [1,9,10]

X
I _ 2 _
gl 2 y=2x+3x, > x,x; =48
7 Aplicando os multiplicadores de Lagrange
6 F
5 Limite -2 )i, +(3-24x,x, i, =0
2
X1 *Xp° =48
4 1o x,x; =48
30
2t Resolvendo um sistema de 3 Eq. e 3 inc.
1\ X, =3, =dey'=18
' — 1~ A=0.125
0o 1 2 3 45 6 7 8 X
1

Figura 6-7 Interpretacdo geométrica dos multiplicadores de Lagrange, figura extraida e
adaptada de [1]
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7.4Programacao geometrica

O método da programacado geométrica € aplicavel quando as fungfes objetivo e as
funcdes de restricdo sdo compostas por polindmios. Em sistemas térmicos em regime
permanente, a maioria dos problemas acarreta em polindmios formando sistemas de
equacdes nao lineares. A explicacdo do procedimento para obtencdo desse método
pode ser vista em [1]

Este método € a melhor escolha para otimizar sistemas, quando o seu grau de
dificuldade for igual a zero [1]. Ou seja:

G=T—-(N+1) 6-11

Onde G é o grau de dificuldade, T é o numero de termos que a funcdo possui, e N é
0 numero de variaveis desta funcéo [1]. Seguem alguns exemplos:

1. Y =5X+ 10/VX

T=2 [5Xe10/VX]
N=1 [X]
G=0

2. Y= 6+3X—Xx8
T=2 [3Xe-—X'9
N=1 [X]

G=0

3. Y=12XZ+ 5/VXZ +10X°8 — 47
T=4 [2XZ,5/VXZ,610X"0,8 e -4Z]
N=2 [XeZ]
G = 1 (Para esta equacao € melhor escolher outro método)
Dado um polinémio do tipo:

Y = G X% + (X% 6-12
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Chama-se

U1 = C1Xa1

UZ = CZXCIZ
Assim

Y = Ul + UZ

O método estabelece que o ponto 6timo é:

Y* 3 CIXal wy CZXaZ W, 3 (
= Wl W2 =

Com a seguinte condicao:

W1+ W2=1

a1W1 + a2W2 = O

Desse sistema € possivel determinar Y*.

Exemplo.

Otimizar a seguinte equacao:

Gy
Wy

|21

)

C;
W,

y = 160D + 32.1012D~5

Vemos que:
¢, = 160
C, = 32.10'2
a =1
a, =-5

Logo, é possivel montar o seguinte sistema:

W1+ W2=1

1W1_5W2 =0

A partir do qual é possivel obter:

)

W,

6-13
6-14

6-15

6-16

6-17
6-18
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Wl == 5/6
W, =1/6

Por fim, nosso Y* é:

160 32.10%2

Y* = 5 T = 19200
6 6

O interessante deste método é que € possivel encontrar o valor 6timo de Y sem
calcular o valor da variavel D. Se for necessario calcular D, é preciso apenas resolver
a seguinte funcao:

U, 5 160D

Y 6 19200

Wy

D* =100

7.5Métodos de busca para otimizacao

De acordo com [1], a base dos métodos de busca estd em escolher a melhor solucéo
possivel dentre um conjunto de solucdes viaveis. O método define um intervalo de
incerteza no qual a solucéo 6tima se encontra, isto é:

y*- e < y*< y* + e, épsilon (e) a precisdo com que se quer a resposta.

Esse tipo de método pode ser utilizado para uma pré-otimizacdo, restringindo o
intervalo de busca da solucédo 6tima, aplicando-se posteriormente outro método para
refinar a solugdo. Além disso, tal método € usado quando todos os demais ndo sédo
aplicaveis.

Existem diversos métodos disponiveis, seja para uma variavel, seja para um sistema
multivariavel; ambos, com ou sem restricoes.

Método de uma variavel: Exaustivo, dicotomia, Fibonacci (Restricdo dos dois ultimos:
funcbes que tém mais de um ponto de maximo ou minimo).

Método multivariavel sem restri¢cdo: Grade, busca univariante, gradiente.

Método multivariavel com restricao: penalizagédo, busca ao longo de uma restricao
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7.6Busca exaustiva

Este método visa calcular os valores da funcdo objetivo para os valores de x
espacados uniformemente no intervalo de interesse. Assim, o intervalo de incerteza é
reduzido, como mostrado na Equacao 6.18

2, 6-18
Tn+1

Desse modo, a Figura 6.8 mostra como esse método diminui o intervalor de incerteza.
Note que se pode falar que o 6timo esta entre yx=4 € yx=6, N40 se podendo afirmar se
0 Maximo esta em yx=5 ou a sua direita ou esquerda.

100

\

-100
/ i

-200
>

-300

-400

B0l s
-10 -5 0 5 10

4<x,.. <6

Figura 6-8 Método de busca para 7 valores uniformemente espacados. Adaptado de [1]

v Dicotomia

Este método responde a seguinte duavida: “Onde devem ser colocados dois pontos
para que elimine a maior parte do intervalor de confianga? ”. A resposta poderia ser:
calculam-se dois valores funcédo objetivo com os valores da variavel independente
igualmente espacados de € com relagcdo ao centro do intervalo de interesse. Em
funcdo de y(xa) e y(xs), descarta-se o intervalo a direita de xs ou a esquerda de xa
[11].

A incerteza do intervalo restante pode ser dada pela expresséao:

I, Iy 6-18
I = 2_n+ 8(1 —Z—n)
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Sendo e=1 y(x=0+¢€) >y(x= 0- €)

100
0 /o/:/ b ¢ * ¢
I ./' t I i
i : : )
100 o« I I
i ./ I I ]
:/ | | ]
-200) | |
- i I I 7
- | | 1
_300 | |
i | | 7
L I I _
-400 l I
I | | ]
L | | |
5000 S S A
10 5 0 5 10
X

O+e<x_ <10

Figura 6-9 Representagdo esquematica do método de busca, usando-se dicotomia. Baseado
em [1]

7.7Método de Fibonacci

O mais eficiente método de busca para uma funcédo de uma variavel € o método de
Fibonacci, cuja sequéncia é a seguinte:

1-1-2-3-5-8-13-21-34-55-89-144 - ...

Ou seja:
FO)=1 6-12
F)=1 6-13
Fn) = Fn—-1) + Fn—2) 6-14

Para o melhor entendimento do método, € preciso um exemplo pratico. Sera utilizado,
pois, um exemplo da referéncia [1].

Deseja-se encontrar o valor maximo da seguinte fungéo:

y= —x*+4x+2

0<x<5 6-15

Para utilizar este método, é preciso primeiramente definir o nimero de tentativas, que
tem que ser ao menos duas. Neste exemplo sera utilizado n = 4. Ap6s definido o valor
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de n (numero de tentativas), coloca-se o primeiro ponto de observacdo em I, =
(F,_,/E,), ou seja:

F;=3
F,=5
1_3 6-16
75

A estimativa inicial sera 3/5 do intervalo de confianca [0;5], logo, o primeiro valor € 3.
O segundo ponto de observagdo é colocado simétrico ao primeiro, em relacdo ao
intervalo estudado. Como o valor médio do intervalo de confianca é 2,5 e 0 nimero
simétrico entre 3, no ponto 2,5 € 2, este € 0o segundo ponto em que a funcao sera
avaliada.

Com os dois pontos conhecidos € preciso verificar o valor da funcéo nestes e excluir
o intervalo que contenha o menor valor da fungcdo. Em seguida, é encontrado o terceiro
ponto, que é simétrico ao ponto ndo excluido anteriormente. Novamente se calculam
os valores das funcdes e elimina-se o intervalo que contenha o menor valor. Ou seja:

y(3)=5
y(2)=6
y(2) >Y(3)

Como o valor da funcdo para x=2 é maior que o valor da funcdo em x=3, pode-se
eliminar o intervalo 3 < X < 5, obtendo-se o novo intervalo: 0< x < 3.

Colocando o terceiro ponto simétrico a 2 no novo intervalo, x=1, e aplicando os
mesmos passos, € possivel verificar que y(2) > y(1), sendo, também, possivel
eliminar o intervalo 0 < x < 1.

O proximo ponto sera um valor muito proximo de 2, ou seja, x = 2 — &, e verificando-
se novamente os valores das funcdes nos pontos, se encontra que y(2 —¢) < y(2);,
logo, o novo intervalo de confianca € y(2 —¢) <x < 3. A Figura 6-10 indica o
procedimento para o método de busca baseado na sequéncia de Fibonacci. Neste

. . 1 . - ~
caso, o intervalo de incerteza é EO + &, OU seja, para um numero de observa(;oes no

. . ! z . . . -,
intervalo de incerteza sera F—° + ¢. E possivel concluir que quanto maior for o nimero
n

de tentativas, menor € o intervalo encontrado. Desse modo, € possivel calcular varios
intervalos até que convirja para um valor com um erro aceitavel.
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Passo 4 ->y(2-g) <Y

2 ‘ ‘Pa5502->y(2)=6 ‘

_7 Passo3->y(1)=5 \

Passo1l->y(3)=5 ‘

] —— — —
| A JE R U DR S S M S R —

3 4 5
X

Figura 6-9 Representacdo esquematica do método de busca, usando-se a sequéncia de
Fibonacci. Baseado em [1]

A Figura 6.9 indica a eficiéncia dos métodos para uma variavel, lembrando que para
uma variavel, eficiéncia nem sempre é necessaria, dado que a diferenca no custo
computacional € pequena. J& nos métodos com Varias variaveis, usar busca exaustiva
aumenta muito o tempo de uso de computador. Geralmente, esses métodos sao base
para 0s multivariaveis, ou seja, os outros métodos baseiam-se nas propostas
anteriores, porém com mais variaveis.

1000 — 1 1T T T T T T 1
o 500 ]
N
9
o
Q . ) -
£ Fibonacci |
© 100 - —
S 50 ----- Dicotomia
n
: —————
=
o 1 -

o
g 150— ______ S ]
z% Exaustiva
1y
(a'e
1 I I I
0 4 8 12 16 20

Numero de tentativas

Figura 6-10 Representacdo esquematica da eficiéncia dos trés métodos de busca. Obtido e
adaptada de [2], baseado em [1]
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