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I. Introdugao

No século passado, o hetanlco inglés R. Brown observou que
pequenas particulas Imersas em um fluldo viscoso apresentavam um
movimento extremamente Iirregular. Quande nfSoc havia qualquer forga
externa aplicada & particula, sua velocidade média, <v>, era nula e sua
varlancia, <32>, apresentava um valor finito (os valores médios sfo
tomados em um ensemble de sistemas Ildenticamente preparades). Este
fenémeno é, desde_entao, conhecldo como "movimento browniano".

A abordagem teérica mais conhecida no tratamento desté tipo de

movimento é feita através da equagdo de Langevin, que é escrita como (1]
M3+ mg + V' (q) = £(t) , (1.1a)

onde M & a massa da particula, n é a constante de dissipacéio e V(g) € o
potencial externo ao qual a particula esta sujeita. f(t) é a chamada

"forga flutuante", que obedece as seguintes relagdes:
<f(t)> =0 e <F(L}f(t*)> = 2nkT S(t-t') . (1.1b)

Assim como qualquer outra equagio fenomenolégica, a (1.1a} sé
é valida quando sujeita a algumas restricles. A equagio de Langevin é

uma boa descrigido do movimento acima menclonado quando

- a massa, M, da particula browniana & tal que M » m onde m ¢é a
massa das moléculas do fluldo viscoso e ,
- estamos Interessados no comportamento da particula a tempos
longos. Neste caso, estamos nos referindo a tempos longos comparados

com o tempo médlo entre as collsdes moleculares.

Embora tenbamos usade um exemplo classico para Introduzir a
idéla do movimento browniano, existem lnimeros sistemas que serviriam ac
mesmo propésito. Cabe aqul menclonar um segundo exemplo que seria mals
util para os nossos obj)etivos neste curso. Trata-se da dinamica do fluxo
do éampo magnétiuo noe lnterior de um circulto RLC, que obedece a equagéo

de movimento



5 ,BRC 5 ¢ _ '
Co+— o+ = 1.(t) (1.2)

ZREkT d(t-t'). Aqui, R, L e C séo,

respectivamente, a resisténcla, a 1Indutdncla e a capacitancia do

onde <If.(t)> =0 e <If(t)1f(t’]> =

circuito considerado e If(t) ¢ a chamada corrente flutuante.

Em sua grande maloria, multos destes slistemas apresentam um
comportamento puramente cléassico. No primeire exemplo, embora a
particula browniana seja extremamente leve (em termos macroscépicosi.
sua massa ¢ ainda muito malor que a das moléculas do flulde viscoso. No
segundo exemplo, a frequéncia tipica do clircuito, 1/IC, & tal que
fh/kTVIC <<< 1 mesmo a temperaturas ektremé.mente baixas. A fim de tornar
este argumento quantitativo, devemos dizer que os efeltos quinticos s@o

desprezivels quando

hwo o
T'To <<< 1K . (1.3)
2 v (qo)
onde u_ = W com V' (qol =0e V" (qo) > 0. V(q) &€ o potencial ao qual

a particula estd sujelta.

Com o grande progressc alcangadoe na fabricaglio de
micro-circuitos supercondutores, foram criados dispositivos com
To s 1°%K, uma temperatura facllmente atingida com a atual tecnologia
disponivel em criogenia. Desta forma, deveriamos esperar a manifestagdo
de efeitos quinticos nestes clrcultés em condig¢Bes bem razoaveis. O
paradigma destes slstemas é o chamado "SQUID" (superconducting quantum
interference device) {2] que & um anel supercondutor fechado por um
contacto fraco, onde o fluxo do campo magnético é descrito por uma
equag3o de Langevin sob a a¢So de um "potenclal" U(¢). Este potencial,
quando controladoe por um campo magnético externo, pode assumir formas
varladas que sdc aproprladas para a observagdo de uma rica variedade de
efeltos quanticos. Nas fliguras abaixo, trés formas distintas do
potencial U(¢) estdio indicadas para diferentes valores do campo externo.
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Flg. 1: Trés formas possivels de U(¢}
a) Potenclal estavel

b) Potenclial metaestavel

¢) Potenclal blestivel



Na fig. 1a a dindmica de ¢ estd restrita a reglifio acessivel no
Iimite clédssico. Neste caso pode-se estudar a estrutura dos nlvels de
energia deste sistema ou o movimento de pacotes de onda convenientemente
preparados. A forma de U(¢) na fig. 1b ¢é apropriada para o estudo do
decaimento do valor iniclal de ¢ via tunelamento guantico, enquanto que
o tunelamento coerente pode ser investigado no case 1c. Uma breve
introdugo aos SQUIDs scrd felta no préxime capitulo,

Ainda que os parAmefros do sistema considerado sejam tals que
o tornem um forte candidato a exibir efeites quintlcos, trés pontos
fundamentals merecem atenglic especial no momento.

Primeiramente, devemos notar gque, em multos casos, as
variavels dinamicas em questfo sfio varidvels macroscédplcas, cu seja, sio
originidrias de um efelto que envolve um ndmero macroscopicamente grande
de particulas. Assim sendo, qual seria o significado fisico desta

"quantizagio macroscopica"? No caso particular do SQUID, sabemos que

¢ = §K-d] ao longo do circulto supercondutor. Peortanto, a resposta
neste caso seria que a varlavel que estamos quantizando é, na verdade, o
" campo eletromagnético sujelto as condigdes de contorno impostas pela
fistca de materfals supercondutores e de contatos fracos., A
interpretagio em outros casos ndo & tlo simples. Apesar desta ser uma
questdo de importéncla {fundamental, n8o estaremos interessados em
aborda-la neste curso. Consequentemente, iremos assumir a quantizacgéo
destes sistemas dinamicos como possivel “a priori",

0 segundo problema, diz respeito a quantlzaglo de sistemas nio
isolados. Equagdes do tipo (1.1) apresentam um termo dissipativo da
forma nd e uma forga flutuante f(t). Por outro lado, sabemos gue nio
existe uma hamiltoniana, H(p,q), cujas equagdes de Hamllton reproduzam
(1.1). Desta forma, ficamos impossibllitados de apllcar a formlagédo
usual da quantlzagio candnica para este tipo de sistema. A questéo
pertinente &, entlo: como podembs conclllar o processo de quantlzagéo
usual com equagdes de movimento dissipativas?

Finalmente, se formos capazes de responder a questdio anterior,
qual sera a influéncla dos termos dissipativo e flqtuante nos dlversos
efeitos quanliros.que exempliflcamos acima? Serﬁ pessivel descrevé-la

inica ¢ exoclusivamenle em {ungdo de constantes fenomenolégicas {(como,



por exemplo, n)?

Stio, exatamente, nestes dois Gltlmos problemas qué
concentraremes todeos os nossos esforgogs durante este curso,
Inicialmente, tentaremos encontrar um sistema quantlico cujo limlte
cléssico reproduza equagbes de movimento do tipe da equagio de Langevin.
Posterlormente, resolveremos a problema quintice no caso de Interesse.
Porém, antes de entrar nos detalhes especificos destes problemas,
faremos um breve resumoc de como deveremos atinglr nossos objetivos.

O problema da quantlzagiio de sistemas dissipativos vem sendo
tratado Ja ha algum tempo dentro de dols enfoques bem distintos. O
primeiro deles envolve a tentativa de modificaciio do esquema de
quantizag8o candnice [3-7] a fim de podermos quantizar sistemas fisicos
nic hamiltonlanos. Apesar da grande maloria destes métodos ser de
extrema crliatividade matemdtica, sempre acabam p_o_r. apresentar alguns
pontos bem obscuros no que diz respelito a certos principlos fisicos., O
segundo enfoque mantém a quantizaglio candnica inalterada mas muda o©
sistema. Esta abordagem basela-se no fato dos sistemas dlssipativos ndo
serem isolados. Assim sendo, considera-se explicitamente o acoplamento
do sistema de Interesse a um reservatérlo, para entdo quantizar o
sistema composto dentro do esquema usual. Posteriormente, elimina-se as
variadveis do reservatério e estuda-se a dindmica efetiva do sistema de
interesse. Este método fol proposto originalmente per Senitzky [8] no
estude da relaxa¢fio de modos normais do campo eletromagnético dentro de
uma cavidade,

Neste trabalho, adotaremos o segundo método. Estudaremos o

sistema composto descrito pela seguinte hamiltonlana

H=HR+HI+HS (1.4)
onde HR‘ HI e HS representam as hamlltonlanas do reservatério (R),
interagiec (I} e do sistema de interesse (5), respectivamente. Assin,

podemos (pelo menos em principio) computar © operador densidade do

sistema composto através de

plt) = exp [- E%t-]p(ﬂl exp[lg-f: . (1.5)



Como estamos interessados em operadores referentes apenas ao sistema S,

0= 0(p.q), temos
<0(p,q)> = trRS{p(t)O} = trs{lﬁra p(t))o} = trs{p(t)O} {(1.6)
onde trR(trs) representa o trago parclial com respelto a R(S) e

plt) m trp plt) _ | (1.7)
o e A SR
¢ o operador densidade reduzido do sistema de 1interesse. Nosso problema
gserd, entfo, escolher HR e HI conveniehtemente. de tal forma que S(t)
reproduza, no limite cléassico, todos os resultados esperados da teoria
classica do movimento browniano [9]. |
Uma vez que tenhamos' atingido esta meta, podemos estudar
problemas especiflcos, tals como: |
1) Movimento de pacotes de onda em melos disslpativos, (9]
11) Influéncia da dissipacio no processc de interferéncia quéntica.
{10] |
111) Influéncia da dissipaciio no decaimento por tunelamento. [11]
iv) Influénclia da dissipagfio no tunelamento coerente. [12]

v) Movimento browniano em um potencial periddico. [13]

Neste curso estaremos particularmente Interessados em
problemas do tipo §, 1i e 1ii., A raziio desta escolha é dupla; fazer com
que o curso tenha realmente um Carétef introdutério na area e limitacéo
de tempo. Os dois Ultimos problemas sdo muito semelhantes entre sl no
que diz respelto a4 formulagfo matemdtica empregada. Recomendo fortemente

ao leitor a ref. {12] para um minuclicso tratamento de problema.
II. Movimento Browniano Clﬁsslco '
a) Equacio de Fokker-Planck
No nosso capitule Introdutérlo, apresentamos a equacio de

movimento de uma particula brownjana cléssica (eq. (1.1)). Esta equaglo

envolve o concelto de "forga flutuante" gque, obviamente, introduz um



carater probabilistico na varlavel dinémica_q(t), Uma'maneira simples de
entender este processo ¢é através da construgdo de um ensemble
estatistico de particulas brownlanas jgualmente preparadas e sujeitas
aos mesmos pardmetros externos. Apds décorrido um intervalo de tempo t,
cada uma das particulas ocupard diferentes posicées devido ao fato de
terem estado sujeitas a uma forga aleatéria f(t’) no intervalo
0 <t' < t, Desta forma podemos definlr a probablilidade, P(q,t)dq, da
particula browniana estar no Intervalo [q,q+dq] no instante t, o que nos
permite calcular o valer médio de qualquer funcio glq). ) _

Nosso objetlve nesta seclo 'e ¢ de obter uma equagdo que
descreva a evolugdo de P{q,t) no caso do movimento browniano. Porém,
antes de especlallzar esta seqg8o para o problema de interesse imediato,
vamos lntrbduzlr alguns conceltos WUtels da teorla dos processes
estocasticos [14,15] (processos cujos valores das varlaveis envolvidas
sé podem ser determinados pelo resultado da experiéncla).

Seja y(t) uma varidvel que possa assumir quaiquer valor no
intervalo == < y < w em um dado Instante t. A densidade de probabilidade
da varlavel y(t) assumir 'o valor y1 no insfante t1 é eécrlta como
Pllyl,t1). Este concelto pode ser generallzade para o case de n evenios
através da densidade de probabilidade de y(t) assumir o valor-y1 em tl‘

y, em tz e assim sucesslvamente até Y, em tn’ que é descrita por
[ . Py st i .iypatyddy, ... dy =1 . ' {2a.1)
R

Outra caracteristica de Pn é que ap ser 1ntegrada com respeito a uma de

suas varlaveis, reduz-se & funglo Pn-l‘
[;ynPn(yn,tn;...;yl.tll = Pn_l{yn_l.tn_l;...;yl.tll . (2a.2)

e o momento da variavel aleatéria y(t) nos instantes t
por

1,....tn 4 dado

<ytl1}...y(tn)>=J ndyl...dyn Yyooo¥ P (y .;yl.tl). (2a,3)
R

i S
n ninn'
!



0 processo é dito estacionario se
Pa ety oV by) = PO betieiyptn) o (2a00)

o que implica em Pllyl.fl} = Pl(yl) e Pz{yz'tz;yl’til =

"_ P (yz 2" 1,y1,0)

Outro conéeito Importante é o da probabilidade condicional.
Aqui definimos o conceito da densidade de probabllidade da varlavel y{(t)

~assumir o valor y2 no instante t

2

dado que no instante t1 seu valor era

y, como

P, (y,tly,t,)s2 24 2711 . | (2a.5)
11 Y2r 2ty P (. E)
1Yy %y

Integrando a equacfio acima com respeito a vy, e usando (2a.2) temos
_Pltyz.tz) = J;V1P11(V2‘tzlyl'trlpltyl'tll (2a.6}

qué;,_entao,' integrada com Tespeito a y, hos dé a normalizacgdo .da
"densidade de probablilidade condicional

A generalizagéo do conceito de probabilidade condiclonal da-se
através da fungdo

Fﬁk(yk+£’tk+£""‘yk+1’tk+liyk'tk?';"yi’tll -_

‘”?kfelyk+t’tk+£;"';yl'tl)
Pyt iy ty)

(2a.8)

que representa a densldade de probabilidade de y(t) assumir os valores

Yiesr' Yia e nos instantes tk+1""'tk+t dado gue o8 valores assumidos
K foram yl....,yk

De posse das fungbes definldas acima- podemos introduzir dois

.em-ti..‘_,t

10



tipos de processos estocastlcos particularmente importantes em fisica. O

primeiro é o chamado'grocegso independente onde

n
Py otpiivpty) = 121 Py, . ty) (2a.9)

e portanto nSo existe nenhuma correlagio entre os valores de y(t) em ti

e tl+1' 0 segundo é o procesgo Markoviano onde

P on-1Une tnlpege bty 3V b = Py vty ity y) (220100

o que significa que o valor Y 8d estd correlaclonado com Yn-1 e é
"totalmente independente dos demais.

Em um processo Markoviano podemos escrever

= Py (y3t3lyy )P (vt lyy L £y P (v, 1))
(2a.11)

que integrada em y, resulta em
Com o auxillio de (2a.5) esta reduz-se & equagdo de Chapman-Kolmogorov
Pll(ys,talyl.til = J&yz Pil(ya,t3|y2.t2)P11(y2,tzlyl,tl} (2a.13)

A equagdo que estames querendo encontrar para P(y,t) sera
deduzlda no que segue. Nosso ponto de partlda ¢ a integrac3o de (2a.13)
com relagfo a y, que reproduz a equagic (2a.6) que, por sua vez, pode

ser reescrita como (P1 s P)
. .

{ .
Ply, 1+1) = dyiP11ly,t+tfy1.t)P(VI,t] . (2a.14)

i
Yo te

11



Usando que

angt;.t) = 11 DY t#T)-Ply,t) (2a.15)
T
120
podemos, com o auxillo de (2a.14), escrever
P t) L pm L |ay P,y teTlyt LU, Gy, tly' L EVIPGY L t). (2a.16)
at T T 1Y S ETRAL g i '

Mas, expandindo Pil{y.t+tty’,t) até 13 ordem em T e mantendo a
normalizag8o (2a.7) até esta mesma ordem, devemos ter

Sly-y’ )+ Wlyay' ).

Pllty.t+t|y’.t) s 'ﬁ.ﬁty-yf]fl-t Jht(y“.y’)dy“I +

14z J-"‘t‘?-.Y’ )dy

+ W iyy') ' T | (2a.17)

' apP
. N . y 1 1 [N} .
onde usamos que Pll(ytly t} = 3(y-y') e Ht(y,y ) = —5?"{y’tly t )-t’at

Substituindo {2a.17) em {2a.16) temos

—"’"é‘;'“ = [dv' W (y,y' )Pty".t)-de' Wy YIR(y,t) . (2a.18)

que & uﬁé daé equaqées mais 1m§brtantes na teorla.'de §f06e556§
estocasticos ("master equation"). Podemos, alnda, escrever esta equagio
de uma forma mals apropriada aos nossos prbpéé#tos:airavés'da seguinte
mudanga de variaveis; deflnihdo Emy-vy' e | '

Wely.y' ) B W&y ) = Wgiy-6)
Sk : ' {(2a.19)

Wiy y) = U('-é;yl'

temos

12



ly.t) . JQE W(§;y-€)P(y-€, t)-P(y, t) [Qe W-&y) . (2a.20)

" Expandindo W(§;y-£) e P{y-£,t) no entorno de y-€ = y temos, finalmente,

) n .n
apé¥,gl = X ('13 g“;{an(ylP(y,t}l (2a.21)
n=1 n ay _
- onde
o ly) = I;E E™W(E;y) = lim % [&y(y vy )° Py, (yely’ 0) , (2a.22)
T+0

Casc tenhamos uma varldvel multidimensional, ;(t). a equagdo (2a.21)

» N
pode ser generalizada por (y e R)

nd N N 2

aP(y,t) a 1 a

Fly,t) z—{ www¢ﬂ lyg [ wwwxq (2a.23)
ot 5 2§y W07y 1

onde
a, (§) = J#el g W&:Y) , « (3) = Jéeiaejeiejwcé;§) etc.  (2a.24)

A segulr, iremos particularizar as equagles (2a.21) e (2a.23)

para dois casos especificos do hqvimento browuniano.

Exemplos:

i).Parficula Browniana Livre | .\
Neste caso, a equagdo de movimento ¢ dada por
lﬁé% + nQ = f(£} )

onde

13



<f(t)> =0 ,  <f(L)(t’)> = 2D 3(t-t')

D = npkT

Esta equagdo, quando integrada em um intervalo de tempo At, nos da

t+at t

'
av = -1 at 4 % l dE £(€) .,
dt

.
que com os valores de <f(t)> e <f(t)f(t')> introduzidos acima nos

permite calcular

<Av> nv

o, 3 lim = - .
17 ppoo BF M
t+At
2
a, = lim 5£%%l—3 = 1im [ d&dA2D a(e-h)] = gg .
' A0 ats0 LJ, M
e an =0, senz 3. Assin, tem-sel
8Plv.t) _ 18, pey )] +D 93-'§(§'t)' (2a.25)
3t H 3v ' PO , a

i1) Particula Browniana sujeita a um potenclal Vi(q)
Aqul, a equaglio de movimento pode ser considerada come um

sistema de equagdes para a coordenada q € o momentum p da particula

browniana,

Se A
|
T

= - gp—V'(q)+f(t).

14



Integrando estas equa¢des em At e procedendo come no caso
anterior, podemos considerar este problema como o de uma varlavel

estocéstica bidimensional ; = (q,p) e calcular

At+0
«, = 1im <:€> = - a p - Viq) ,
At-+0
2
At-0
®1p = %y = lm 59%%23 =0 .
At~0
2
oy, = lim 519%%—1 = 2D -,
At-0

e todos os demals a’s sio nulos. Usando, entfio, a generalizagfio (2a.23)
tem-se

dP 2

=2 3 I(n ' 8

v}

(2a.26)

[\

P

onde P = P(q,p,t).

0s exemplos aqui mencionados resultam nas equagdes (2a,25) e
(2a.26) que sdo conhecidas na literatura por "equagéo de Fokker-Planck".
A forma geral desta equagic & a expressfio (2a.23) quandoc os momentos
além dos de 22 ordem sfo todos nulos. Estas equagles [{2a.26) enm
particular] serfo ncssc ponto de comparacio com as expressdes quinticas

. .
a serem desenvolvldas ao longo deste trabalho.
b) Exemplo de Interesse
Nesta sec8o iremos deduzir a equaqéo'que rege a din&mica do

fluxo do campo eletromagnético no interjor de um SQUID. Este dispositivo

consiste em um anel supercondutor fechade por um contato frace. Este

15



contato fraco pode ser um contato pontual ou até mesmo uma jungio
composta por um material n#o supercondutor. Na flgura abaixo,

esquematizamos o exemplo de um contato pontual.

Hy

y

Um fato bem conhecido da teoria da supercondutividade & que o
condensado formado pelos pares de Cooper pode ser descrito por uma

fungdo de onda macroscépica dada por [16]

w(r) = Vp(r) exp L 8(r) , (2b.1)

onde p(F) & a densidade de pares de Cooper e @(F) a fase da fungio de
onda. A densidade de corrente de matérla, 3p' é dada'pela férmula

3= h ey = LRty G001, (2b.2)
p . P '

que nos permite calcular a densldade de supercorrente, j ., ao lembrarmos
que mp = 2m (m = massa do elétron) e que js = Zejp (e = carga do

elétron). Temos, entédo,
. .. . s . _
Jo= B yeuip) = 2 pile) | (2b.3)

A fim de podérmos estudar o caso mals geral do SQUID sujeito a

16



um campo externo Hx' devemos modificar ligeiramente a expressdc (2b.3}.
A substituiglc usual encontrada nos textos de mecanica quantica vem de

fazermos
p+p - 2eh (2b.4)

na equaglo equivalente a (2b.3) que & a (2b.2). Desta forma, na presenga
de um potencial vetor A, a equagio (2b.3) se transforma em

3, - gﬁ[ﬁe - i—" K]p : (2b.5)

onde ¢0 = gg €0 qﬁantum de fluxo do campo eletromagnético e p(?} = p.
A integral de linha de 35 a0 longo do contorne mostrado na
fig. 2, que é dada por

m ¢o

st-di =:—h-pj§9-d1 - ﬂgﬁp[lﬁ-dl , (2b.6)
r r r

nos permite calcular a lei da quantizagfo do fluxo no interior do SQUID
come veremos abalxo.

Escolhendo o contorno I' bem n¢ interior do anel, podemos
desprezar o lado esquerdo de (2b.6), pois Js =0 no interior de um
materlal supercondutor. Assim sendo,

[ Vo-dl = i—“ J A-at ) (2b.7)
r r

o

A integral de potencial vetor, X. pode ser aproximada por
[ A-al = fx.dz = ¢ , (2b.8)
- .

que € o fluxo total no interlor do anel. Usando agora o fato de que

17



1

J Vo-dl = f Ve-al - J Ve.al | ' . (2b.9)
r 2
e que 8 é uma fase (portanto, definida a menos de um miltiplo de 2n},
temos
[ Vo:dl = 2mn + 86 (2b.10)
r
onde A8 = 92 - 91. Consequentemente, pcdemos reescrever (2b.7) como
¢+5-86=n¢ - - (2b.11)

que €& a condiglo de quantizagdo do fluxo no Lntérior do SQUID. Convém
nqiar que no caso de um anel uniforme, A8 = 0, o .qué implica no
resultado J& conhecido ¢ = n¢_. '

Vamos agera analisar o comportamento do fluxe ne interlor do
SQUID. Como J& € bem conhecido da teoria elementar da eletrodindmica, o

fluxe total pode ser escrito como
¢ =¢, +LI , : o (2b. 12}

onde ¢ é o fluxo devido a H L a auto indutdncia do circuito e i a
corrente total que circula no SQUID. A corrente total,,por sua vez, 6
composta de trés termos: :

i) Corrente Josephson: esta componente é devida ao tunelamento de pares

através do contato e sua expressfo ¢ dada por [16]

1, = 1, sin A6 , , S (2b.13)
onde 10 é a corrente critica.

i1) Corrente Normal: a componente normal é oriunda do modelo de dois
fluldos, constituido por pares de Cooper e elétrons normais, e obedece a
lei de Ohm
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v
=5 i (2b.14)

onde V & a diferenga de potencial induzida e R a réslsténcia do contato
em sua fase normal.
111) Corrente de Polarizagfio: esta componente é devida ao valor finlto

da capaciténcia do contato e & dada por
i =Cv . - (2b.15)
onde C é a capacltéincla acima mencionada.

Assumindo que a corrente total seja dada pela soma destas trés
partes temos:
i =1 sin e + 7 cv (2b.16)
o R
~ Substituindo (2b.16) em (2b.12), usando (2b.11) e o fato de
que V = -¢, podemos escrever

e

X
L

Xe--

=1 sin2™®.2.c) , (2b.17)
o ¢o

que é a equagio de uma “particula”" de coordenada ¢ em um potencial U(¢)
dade por

Ul¢) = 5L " g CO8 3— . (2b. 18)

Usande (2b.18} podemos reescrever (2b.17) como

cé + % ¢+ U (g) =0 . (2b.19)

~Na reallidade, devemos adicionar ainda uma corrente flutuante,

If(t), do lado direito de (2b.19) para que possamos descrever

corretamente as propriedades termodinamicas deste sistema. Com este
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termo adicional, (2b.19) nada mais é que a equagho de Langevln que
apresentamos na introdugldoc deste trabalho.

Para que sejamos capazes de reconhecer a diversidade de
fendémenos fisicos contidos em (2b.19) convém anallsar o poféncial
(2b.18) em algum detalhe. o '

Os minimos de U(g) (solugdes estaveis) s3o obtidos como
solugdes, ¢ , de U'(¢) = 0 e alnda sujeitos a U"(¢,) > 0. Com o auxillio

de (2b.18), estas duas equacgdes nos levam a dols casos distlintos:

Li
i) 2n amg > 1 » diversos minimos
Q
Lio _
i1) 2n Y = 1 » apenas um minimo,
o

Na figura a segulr, esbogamos o gréfico de U(¢) para 3 valores distintos
do fluxo externo, ¢x' no caso i).

Vamos, agora, Supor que. no instante t = 0 n8c haja campo
externo (H = 0) e que a corrente supercondutora seja nula. Neste caso,
o valor de equilibrlo do fluxo no interior do SQUID é também nulo (ponto
P na flg. 3.a). Ao variarmos lentamente o valqr de Hx’ o potencial U(¢)
comegca a ser deformado e o valer de equilibric de ¢ segue,
adiabaticamente, ¢ seu pogo de potencial até que este se torne um ponto
de inflexdio de U(¢), No exemplo aclma, vemos claramente a posicio de
equilibrio inicial varlande da forma P » P' -+ P". Cabe notar que. esta
aproximacdo adlabatica s6 & vallda quando dH /dt é muito menor que

/2. 1
] ou RC’ Pesta forma,

qualquer frequéncia tipica do SQUID; [éU"(@)I
C
é possivel varrer uma vasta regifio de valores de Hx através da qual a
posigdo de equilibrio Inicial muda de estdvel para biestdvel e,
finalmente, para metaestavel. |

A constatagdo de que a dinamica do fluxo ¢ é realmente a de
uma particula browniana no potencial U(¢) deu-se através do estudo do
decaimento do valor metaestéavel de ¢ por'flutuéqﬁeé‘téimicas [17]. Aqui,
ao varlar Hx,‘observa—se que o valor de ¢, que evolul adiabatlicamente de

¢ = 0, sofre uma transi¢lo brusca para outrg minimo local do rpotencial
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Fig. 3: O potencial U(¢) para: a) ¢x = 0; b) ¢x = 52 e c) ¢x = ¢0.
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antes que Hx atinja o valor Hc que transforma o minimo inicial em um
pontc de inflexdoc de U(¢). O:mecanismo responsével por esta transigdo ¢
o de ativagdio térmica sobre a barreira de potencial local que mantém ¢
em sua posicdo métaéstével. A probabilidade de dec%imenta ne caso deo
SQUID é a mesma que a de uma particula browniana de coordenada ¢(t)
neste potencial, | ) |

A observaqéo' do fenébmeno descrito acima fol feita a
temperaturas em torno de 3K, o que faz com que haja energia térmica
suficiente para induzir a transicio. A temperaturas da ordem de 1°K Ja
nido haveria flutuagdes tér&icas para efetivar o processo de atlivagdo.
Por outro lado, com os parametros tiplcos destes dispositivos

supercondutores (C ~ 10~12F, L ~ leoaloﬂ e 1c - IO—SA) tem-se TO < 1K

~

{ver eq. (1.3)), o que sugere a investigagio de um novo mecanlsmo
responsavel pelo decaimento do valor metaestavel de ¢, o tunelamento
quéantico.

0 processo especifico que mencionamos neste capitulo foi
questdo que originou todo o interesse atual npo movimento browniano

nivel quintico. Uma vez constatada a possibilidade de observarmos

B O B P

tunelamento desta “particula browniana", podemos montar experiéncias
fim de testar a dinémica de pacotes de onda, o tunelamento coerente em
um poténcial biestdvel (fig. 3b) e a esgtrutura de nivels de energlia de
Uig).

Nosso objetivo agora parece estar bem claro. Apds encontrar um
sistema fisico que a balxas temperaturas se comporta da mesma forma que
uma particula browniana no limite quantico, cabe-nos desenvolver uma
forma sistematica de tratar este problema (ver introdugfio) para, entdo,
podermos anallsar de que forma a dissipaglo Influl na din&mica quintica

destes sistemas.
II1. Formulagao Quantica

Neste capitulo, nosso objetive & descrever a estratégla a ser
usada no tratamento do limite quintico da dinimica "de ‘uma particula

browniana.

Como jé adlantamos na introdugdo, o tratamento a ser adotado
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neste curso consldera, explicitamente, ¢ acoplamento da particula de
“interesse ﬁ um réservaibrio. O motivo para adotarmos este ponto de vista
& 6bvlio; qualquer sistema disslpativo estd sempre acoplade a um segundo
sistema que & o responsavel pelas perdas no primeiro. Desta forma, antes
de tentarmos modificar o esquema canbnlco de quantlizaglo, acreditamos
_qué a ldéia de aplicar o esquema tradicional a mbdelos mals realistas
se ja extremamente utjl. _

Conceltualmente, a idéia € muito gimples. Entretanto, o que
ocorre na préatica &€ bem diferente. Ao decidirmos que vamos conslderar
explicitamente o acoplamente do sistema de Interesse com um
reservatério, devemos conhecer o sistema que serve de reservatério para
o primeiro e como eles Iinteragem entre si, © que & uma tarefa bem
complicada em muitos casos.

Por outro lado, sistemas compoétos._ fundamentalmente
diferentes, podem ter o subsistema de Interesse apresentandoe uma
dinamlca classlica do tipo brownlano. Apesar deste fato nos parecer mais
uma compllcac8io em nossa maneira de abordar o problema, ele nos di, de
fato, uma oportun_idade para argumentar em favor de algumas hipéteses
simplificadoras, For  exemplo, podemos assumir que diferentes
reservatérios, por mals complexos que sejam, apresentem algumas
caracteristicas em comum, tals como os seus espectros de excitagdes
'e_lementares ou a maneira pela qual séo perturbados por suas respectivas
"particulas brownlanas".

No que 'segue. nio tentaremos Justificar o usc de um
determinado modelo. Estaremos apenas lnteressados em escolher aquele que
seja suficientemente simples e que, sob certas condigdes, reproduza o
limite cléssico esperado. Portanto, a Jjustificativa para a escolha que
faremos €, baslicamente, "a posteriori”. Entretanto, convém enfatizar que
o tratamento microscéplco detalhado de &eterminados reservatérlos,
- poderd mestrar um comportamento quintico ligeiramente diferente para
. cada um deles, apesar'das caracteristicas em comum que mencionamos
acima. Um exemplo tipico deste fato, & a comparagdo da formulagdo que
decorre do modelo que iremos utilizar, com o tratamento microscépico da
dindmica da fase da fungdo de onda supercondutora através de uma junglo
de. tunelamento [36]). Neste caso, mostra-se que os resultados que iremo.s

obter com um modelo simples, sfo aproximagdes, véalidas na maloria dos
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casos de Iinteresse, de resultados mais gerals.

a) O Modelo:
Vamos supor que o nosso slstema composto (slstema de interesse

e reservatbrio) seja descrito pela seguinte lagrangeana
LT :

L= Ls + LI + LR ,

onde
1, - % M2 - v;(q?.- ' | .'\. f' "?f?fl"
LI = -}k: Cx aqy | K - ' " (3a.2)
Y {% mkéi 1 ”u”iqi} o - |  (3a:3é

880, Tespectivaménte, as lagrangeanas do sistema (S), de interagio e do
reservatério (R) que ¢ formado por um conjunto de osciiadbrésf“aé
“boofdenadas"' qk;' "massas” m e constantes de acoplamento Ci}"Uma
tentativa, relativamente bem sucedida, de Justificar este modelo fol
feita na referéncla [11] onde a interpretago fislca destes
“osciladores’ fol dada. B ‘
Inicialmente, vamos estudar a equaglo de movimento classica da
varidvel q(t) quando em contato com o reservatério. ~Escrevendo as

5

equac&es de Fuler-Lagrange para o sistema composto temos

M= Vil - TG : o (3a.4)

- 2 ' o : o
mAe = PO qu . . . o o (3g75)_

Tomando a Transformgda de Laplace das equaqées para 9 temos
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- q,.(0) sq(0) C. q(s)
| 4 82+w2 S2_._“‘,2 lll (32_“”2)
k k k k

Tomando, agora, a transformada inversa de &k(s] e substituinde

em (3a.4) temos

TP G0 s a0 _,
Mg + Vi (a) = gop Mz 2z, 2[° **
_ e-1

o op 8 Y4
ci +im - .
1 q(s) _st,
+ E q m 7:—2- e ds . (3a.6)
e-im ° Y

gHA
P . L
c2 ! c+io \
R k i1
mq + VY (q)-{: -“"—-212—“1'[ qis)e ds + |
k mkwk( e-io }
C +1 -
k 1 s qls) st,
+ E 2 20 Iﬁ 202 e ds
M e-1 k
e+ic .
-1 W {0) s q0)) o
= = b} + e ds . (3a.7)
2ni " s2+w2 82+ 2
e—imw k wk
2
0 terceiro termo do lado esquerdo da (3a.7) nada mals é que Y — k q(t)
-k mkw

ou seja, uma corregio harménica AY ac potencial Vo(ql dada por
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2
% 2 .
AV = - q . : T {3a.8)

r
k

L

mkw

=N

Ent8o, ao acoplarmos uma particula sujeita a um potencial Vo(q] a um
banho de osciladores, este potencial é renormalizade por um termo AV. Na
realldade, nfo devemos nos preocupar muito com estas corregdes pols, na
grande maiorla de sistemas que estamos Interessados, seria limpossivel
observar o potenclal ndo renormalizédo Votq). 0 que & realmente
importante é o potenclal efetivo V(q) = Vo[q) + AV. HA ainda exemplos
onde V(q) = Vo(q). como veremos mais adlante,

0 Gltimo termo do lado esquerdo da (3a.7) pode também ser

escrito como

CZ +lo
LI S
€

z, 2
K me -t & Y

[+ N

que, com o uso do teorema da convolugdo, transforma-se em

2 t
4 Cie
at {E 5 j cos mk(t-t') q(t’)dt’} r (3a.9)
k mw Jg : :

A fim de transformar } em J&w vamos definir a fungic espectral

k
4 Cﬁ
J(w) = F (w-w ) . ' : (3a.10)
K 2mkwk K
que nos permite escrever
C2 o
b) kz cos w (t-t") = 2 | g 1) cos wit-t')
kmw C R w '
"k k 0

A fungdo J(w) nada méis € que a parte imaginéfia da tranéformada'de
Fourier da susceptibilidade dinamica (retardéda) do banho de
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osclladores,

J{w) = Im F{-16(Lt-t’) <(} quk(t).z Ck.qk,(t')]>} ,
'k k'

no limite classico. Assumindo que J(w) seja da forma
nw se w< 0
Jlw) = . . (3a.11)

0 se w> N

-onde Q é muito malor que as frequéncias caracteristicas do problema,
temos

[

)3 - cos wk{t-t') = % 7 cos w(t-t')dw = 293(t-t’)
k meoe - o

onde fizemos Q -+ ®». Este resultado permite-nos escrever o dltimo terme

do lado esquerdo de (3a.7) éomo

t
3E {[ 27 6(t-t’)q[t’)dt’} = nqlt) . (3a.12)
o _

.

Finalmente, o termo do lado direito de (3a.7) pode ser
interpretado como uma forga £(t) que depénde-das condigdes inicials
impostas aos osciladores do banho. Supondo que  o: banho -esteja
inicialmente em equilibrio termodinidmico temos, no.llmitg cléésigo,;

<9, (0)> = <q, (0)) = (g, (0)q, (0)> = 0 )
(3a.13)

e <q (0)q, (0) = gi S0 © <9 l0q. 0 = K5

My

¢ que nos permite mostrar, apés algumas manipulagdes algébricas, que
(t)> = 0 e <F(LI(L")> = 29kT S(t-t').
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Desta forma vemos que a equagdc resultante para q(t)‘ﬁo'lihife

classlco & uma equagio de Langevln _

Mi + nq + V' (q) = f(t) onde <f(t)> = 0 e <f(t)f(t')> = 2nkT S(t-t').
' : . €3a.14)

Vamos agora retomar a dlscussiio da renormallizacso do
potencial. Se ao lnvés de considerar a lagrangeana de interagio (3a.2)

adotarmos um modelo onde
LI » - E Ck qqk s ' o0 (3a018)

ndo havera diferenga entre Vo (q) eJV(q). A obtencdo deste resultado é
extremamente simples Nosso ponto de partida & escrever a hamiltoniana

do sistema composto quando L é dada por (3a.15). Desta forma. usando

I
que
P = g.l.:'. =“~M& R - i - {(3a.16)
8q
_éL - :
P, = g =mq - Cq . _ (3a.17)

podemos escrever

Y ﬁz _ . . ; _ 2 . 2 o
Agora, efetuando a transformagio canénica B
p
f‘%‘u e (32.19)
"%k : |

P>P.,q>q, P *>Wiq € 9

e definindo Ck 5 Ck k' temos a nova hamiltoniana L
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2 p2 c2
ii=P k1 2 2 1 k 2
H M + VO(Q} + E qukq + E{ka + 5 mkuqu + 5 E > q-. (3a.20)
k k k mkwk ~
Observamos que H pode ser obtida da lagrangeana 1n1CKal com
Lo S 2
l..l = -y qukq acrescida de um termo harmdénico - 5 Y 5 4 - 0 fato
k 2 K m o

interessante sobre este ultimo termo é que ele cancela a corregéo
harménica que surge naturalmente na expressfo (3a.8). Portanto, no caso
de um acoplamento coordenada-velocidade (tipo carga-campo
eletromagnético) na lagrangeana da sistema composto temos V[q)_= Vo(q).

De qualquer forma, €& sempre conveniente considerarmos a
existéncia deste termo adiclonal na lagrangeana cujo acoplamento é do
tipo coordenada-coordenada para que possamos, desde o iniclo, usar o
potencial efetivo V{q) na lagrangeana total.

" Com os resultados desta segSo alcangamos parte do nosso
objetivo. Introduzimos um sistema isolado (R+S) de forma que a diné@mica
classica de S seja descrita por uma equagdo de Langevin. Nosso préximo
passo serd estudar o comportamento quintico de § quando levamos em conta

o acoplamento com R.
b) O operador densidade reduzido dindmico

Como fol adiantado em nossa introdugio (eq. (1.7)), podemos
obter toda a Informagdo referente a um determinado subsistema quéntico
(S) ao tomarmos o trago parcial (com respeito as demais variadvels a ele
‘acopladas) do operador densidade do sistema composto, ﬁ(t). Por outro
lade, estamos particularmente Interessados no modelo proposto em
(Sa.l—a. 10-11)} por nos fornecer os resultédos que queremos no limite
qléssico. Porém, antes de tratar este modelo espeéificd. vamos descrever
a técnica a ser usada durante o resto do curso para um caso genérico de

acoplamento da forma
H= HS(p,q) + Hl(q.qk) + HR(qk,pk) , (3b.1)

onde, como de habito, Hg, H; e Hy sfo, respectivamente, as hamiltonianas
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do sistema de Interesse, de interagdio e do reservatério, Desta forma,
introduzindo o vetor R = (Rl,...;RN), onde R_ & o valor assumido pela

coordenada q e usando a relagio de completeza
Jjﬁx' dR’ Ix'R'><x'R' | =1 , (3b.2)

podemos escrever o© operador ﬁ{t) (eq. (1.5)) na representagio de

coordenadas como

<x§13(t)iyﬁ>=j[[{dx’dy’dﬁ'dﬁ'<xﬁ|e-1Ht/h|x’ﬁ’><x'ﬁ'IB(O)iy'd’>

1Ht/h, 2

<y Q' e jyQ> . : (3b.3)
- 2 iHE), =2,
ou ainda, reconhecendo o elemento de matrix <xBlexp |- - Ix'R'> COomo -0

propagador de Feynman, K(x.ﬁ.t; x’.ﬁf,O), para o sistema composto, temos
~ : - > » - .
<xﬁip[t)I'Vﬁ>=””dx'dv’dﬁ'd¢ Kix, R, t;x' B, 0k (v.8,t;y" .8 ,0)

'<x’ﬁ'15(0)|y'5’> . (3b.4)

Tomando, entdio, ¢ trago de (3b.4) com respeito as varlaveis do banho

temos

5(x,y,t)5jdﬁ<xﬁlﬁ[t)|Yﬁ>

=j]]]jdﬁdﬁ'dé'dx’dy' K(x'ﬁ't;x"ﬁ’-D}K*‘Yvﬁ?t:V’,a'.0] »

s’ RO 1y @ > , : (3b.5)
onde definimos p(x,y,t) como o operador densidade reduzido do;sistemé)s.
Vamos agora fazer a primeira hipdtese sipplificadora em

(3b.5). Supondo que o operader densidade iniclal do gistema composto,



<x’'R' 1p(0) 1y’ Q> = p(x’R vy ,0) . (3b.6)
possa ser fatorizado na forma
plx' R,y 8,00 = potx',y' 005 (R 300, (3b.7)

onde 55 € BR sdo, respectivamente, operadores densidade do sistema e do

reservatério quando isclados, podemos reescrever (3b.5) como

5(xstt)_? [[;x'dy’ J(x,y, t;x*,y',0)} B(x',y’,Q) . (3b.8)

Em (3b.8) definimos a funcgéo
J(X.Y;t:){' .IY. oo)il[ldﬁ'dd’dﬁ K(K.ﬁ,t;x’ .ﬁ’ ’0) K.(Y’ﬁ’t.;y' .a' ,0) L]

"o ®,3,0) \ (3v.9)
e identificamos, obviamente, ﬁS(O) com p(0). A interpretagio fisica
desta fungdo J ¢ bem simples. Caso néo houvesse interagdo entre os

sistemas R e S, a eq. (3b.9) se reduziria a

»
Jx,y, tx",y',0) = Ks(x't;x' '0_)__KS(.V’;'!V’_|_0)._ * L
. . . c B ' . E
‘J[[dﬁ'dﬁ’dﬁ KR O R G805 F.0 @10
onde'KS e K, sdo os propagadores do sistema e do resétvﬁfbflbDQhandb
isolados. A integral do lado direito de (3b.10)} é facllmente reconheclda
como trR ﬁR(t] = 1, o que nos leva a |

™
Jix,y,t;x’ ,y'.0) = Ks(x.t;x'.OJKs(y,t;y',O) . (3b.11)

Portanto, J{x,y,t;x’,y',0) funciona como um super-propagador que rege a

evolucio temporal de ﬁ{x,y.t) e que, no caso do sistema S estar lsolado,
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reduz-se a um produto de propagadores que regem a evolugdo de y(x,t) e
w*(y.t] separadamente, |
Antes de prossegulrmos na discussfio de como calcular a fungéo
Jix,y,t;x",y",0), devemos fazer um comentario sobre a hipdtese que
fizemos na eq. {(3b.7). Fatorizando o operador densidade do sistema
composto, estamos, na realidade, assumindo que a Interacfo entre R e S é
ligada bruscamente em t = 0+. Dependendo da sltuagdo fislca que
estlvermos tentando descrever, esta pode ndo ser a melhor escolha. Uma
outra possivel condigdo inicial foi proposta em [18] onde o movimento
browniano gquantico de uma particula livre fol estudado dentro de um
fofmalismo idéntico aoc que aqul usamos. Apesar de nos restringirmos a
escolha (3b.7) nesta segdo, convém deixar claro que a formulagde aqui
apresentada é suficientemente geral e deveri apresentar apenas pequenas
modificacdes caso uma outra forma para p(0) seja adotada. Futuramente
chamaremos a atencdo do leitor para os pontos onde os efeitos das
diferentes escolhas de condigdes iniclais possam ser relevantes.

Uma vez estabelecida a forma pela qual iremos tratar o
opefador densidade inicial, resta-nos computar o propagador
K(x,ﬁ.t;x',ﬁ'.O} do sistema composto. Para tal, devemos conhecer os auto
‘estados de R + S o que é, em geral, uma tarefa extremamente dlfiéll;
Mesmo eﬁ casos simples, como o.apresentado ne modelo (3a.1-31 quéndﬁ
Vo(q) &, por exemplo, um potencial harménico, a obtengio de K é ainda
bem elaborada. Entretanto, podemos evitar o uso de fun¢Bes de onda N+1
dimensionals se adotarmos a representagio de ihtegrais'funcionals [19]

para os propagadores (ver, também, apéndice I). Assim,

x R
K(x,R, t;x R, 0) =I I Dx(t')DR(") exp 7 Shx(t'),R(t’)], (3b.12)
X' ﬁ‘
onde
t L[]
S[x(t'),R(t*)] = J Lix(t' ), R(t" ), x(t"),R(t"))dt’ (3b.13)
o _

é a acdo correspondente & lagrangeana do sistema R+S. No caso de R ser
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um banho de osclladores teremos L dada pela soma de (3a.1,2,3). As
'lniegrals em (3b.12) sdo sobre caminhos x(t) e R(t) tais que x(0) = x',
x(t) = x, R(0) = R* e R(t) = R.

Usando, entfo, esta representacio para K em (3b.9) temos:

_ _ X v : _ :
Hx,y, 4% ,y',0) = J I Dx(t' )Dy(t’ exp % Solx(t')lexp - % SG{y(t’)]‘
. . x. yl . : .
SFlx(t'),y(t’)] | . (3D.14)

onde Sé é a agdo referente ao slstema S quando isolado e

L

e 3

- R R
Fx(t),y(t)] = J1J;ﬁ'd5'dﬁ pr(R*.3",0) I I DR(t' DAt ) *
) : ﬁlal'

vexp (S, [x(t*),R(t )-8, [y(t'),8(t* )1+, [B(t*)1-S_ (3(t')}) (3b.15)
5y I Sr R

¢ o chamado "fﬁncional_de influéncia® [19,20]. Nesta expressfio, Sy e S
- sdo, respectivamente, as ag¢des do reservatério R (quando isolado) e de
interagdo. A (3b.15) descreve o produto de propagadores KRI e_K;I do
reservatério, quando sujeitos a forgas externas x(t) e y(t), integrados
_cdm o:operador'densidade inicial para o.reservatOrio. Porténto, ﬁeremos
" am funcional acoplando os caminhos x(t) e y(t).

Vamos agera calcular FIx{t),y(t)] para o modelo proposto na
secio anterior. A integral funcional do k-ésimo oscllador do

reservatério sujeitc a uma forga Ckx{t) (ver 3a.2)) pode ser facilmente
calculada como [19]

/2
 exp % SET) . : (3b. 16}

L) ™
__KRI ~ |2nih sin ot

ohde_-
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cl 2 sinwt k 'k K k

-.. . m " . . . A 2 C it . ‘w .
stk o —445—5_4*[[R2+R Z]COSw t - 2RR + kBk [ x(t*)sin w t’dt’
k k 'y
. 0 :

2 CkRL
+ x(t')sinw (t-t')dt’]
[y k
k'k
0
2 ci t v
53 dt’ dat" x(t’)x(t") sin wk(t-;') sip wkt" . (3b.17)
" Yo Yo S
Desta forma vemos que Ké?] & uma funcéio’ de Rk Rk e um funcional de
(k)

x(t’') que denotamos por KRI
em (3b.15) temos

(Rk.Rk,[x(t J1). Substituindo este rgsultado

Flx(t' )yt )= S : A
- “-‘[E"aakdn;dq;(pn(ﬁ'.a' mxm’mk R [X(2 1K %R ok y(e D).
A | i - (3b 18)

Assumindo que em t = 0 ) hanho de osciladores esteJa em equilibrio a
'temperatura T, podemos escrever [19 21] '

l"-"s:—::-’a - ’ .... o (k) } ¥ ’ =
PR{R.Q 30] = E PR (ng.ano_)‘ el

. '“kwkhu' . [[ +Qk]cosh[ ] ZRka]

k k
2rh sinh[kT ] L inh[ ]

(3b.19)
Como todas as integrais envolvidas em (3b.18) s#o gaussianas, podemos

efetud~las trivialmente. Substituindo o resultado da integragléc de
(3b.18) em (3b.14) obtém-se
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Xy _ _ . _
J(x,y., t;x',y'.0) = I 'I Dx(t')Dy(t’ Jexp % {So[x(t’)]-soly(t')] -
- xly SR le e

t.T

- I;[ [x(r)-y(t)]al(t-v][x(¢]+y(c)]dtdc} b
0 .

t.r .
* exp - % I J IX(t)-y(t}]aR(t-rllxlw)-y(c)]dtdo .
0°0 :

{3b.20)
onde
.. oplre) = § T SOth 5 COS-wk(i‘F)..r o . . (3b.21)
" R T 5 S
e
oa (t-¢) = -} = sin w (7-0) e _ : . - {3b,22)
I PR S
Com o auxillo de (3a.10 e 11) estas somas podémiéé;;éééfités;como -
_ aR(t-wl.— E[ngu n&,qp&haii? cos w(t-o) (3b.23)
(3 TR S
€.
a1{£-c) - - % Jndw nw sin\wit:;j f'g ET%ZFT Jndw cpé w(it-o)
. Q 0
(3b.24)

A fim de obter a forma final de J(k,y.t;x',&’{9) _devegos
substituir (3b.23) e (3b.24) en (3b.20). Todavia, a substituigéo de
(3b.24) merece uma atengdo especial. A integral dupla na parte
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imaginaria do expoente em (3b.20) se transforma em

t x
l J [x(z)-y(7)] ET%:ET cos w(z-¢)[x(c)+ylq)] QTdcdu
07070 _

Al

t ' t

- - EE [ [xZ(T]-yzlt]]dt + E(x'+y') I ElE_QE[x(T)-y(T)}dr
0 0
t.T '
_ in Q(t~c) ¢ g
+ 3 U [x(x)-y(r)] T2 [x(oheylo)ldvde (3b.25)
0

onde integramos por partes com relagfo a ¢. 0 primelro termo do lado
direito da equagdo (3b.25) é proveniente da corregic harmdénica que
mencionamos em (3a.8). Como discutimos anteriormente, este termo pode
ser incluido na redefinigio de um potencial efetive ou eliminado através
de um contra-termo na lagrangeana iniclal.

As demais integrais em (3b.25) podem ser simplificadas se
usarmos o fato que o intervalo de tempo t é tal que t » Q-l, O que nos

permite fazer a aproximagéo

sin Q(rfv)

= = 3(t-0) . (3b.26)

1
n
Entretanto, ha um ponto onde devemos usar o limite (3b.26) com muito
culdado. Uma breve andllse das integrais em (3bf25} nos mostra gque este
limite pode ser tomado na segunda e terceira integrais do lado direito

daquela expressio. Quando Qt » 1, a segunda lntegral & escrita como
t ‘ t
n(x’+y’) [ 1 sin m[x(t)-—y(t}ldt » n(x +y') JG(T)[X(T)"Y(I”d‘l’ .
0 0

(3b.27)

que, como funcdo de seu limite inferior de lntegraqﬁo, ndo & continua.

Esta Integral vale
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t 0OV t' >0
B(x’+y') [ (T} Ix{T)-y(T)]dTr = (3b.28)
¢’ 1nix z—y 2)/2 se t' =0

Por outro lado, a Gltima integral em (3b.25) é uma fungio continua do
seu limite inferior de integrag¢do. Quando it » 1 temos

t t
g [ drix(t)-y(1)] J 3(t-¢)x(e)+ylc)lde
. o _

t :
- g [ delx(r)-y(0)) [x(D)+y(x)] o  (3b.29)
21, R T

gue, por sua vez, pode ser obtida através de
U t

1in 2 [ dt[x(t)—y(t)]-[ 3(1-0) [x(c)+y () 1de (3b.30)
t' -0 - | '
: t’ t’

e, portanto, Incluir ou nSo o instante t =0 no limite inferior de
integraqﬁo nic faz diferenqa nesta integral.

' ‘Devemos, entfo, especificar o que entendemos pelas Integrais
de T,0 = 0 a 7,0 = t. Para que possamos obter as condigBes de contorno
corretas, ou seja, que J(x,y,07ix',y’,0) = 8(x-x'}3(y-y’) (ver apéndice
11) devemos efetuar as integrals no intervalo 0 < tT,0 st o que nos
permite tomar a segunda integral de (3b.25) como nula (ver 3b.28)).

Desta forma, (3b. 20) transforma-se em

: X
Jx,y. t;x’,y" ,0) = exp - % fix,y.,x',y') I_'T Dx(t’ )Dy(t’) *
! x ’ *

L

"exp 1 {s [(x(t)]-8_[y(t’)]-My J (kQ«yi)dt’}
0
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. t.x
* exp - 2 | 4u w coth D2_ [ J [x{r)-y (1) lcosw(t-0) [x(c}-y (o) Jdrde
o’o |

hn 2kT
0
{3b.31)
onde y = gﬁ ¢ a constante de relaxacgio, e a funcgéo f(x,y,x',y'), que

resulta da Gltima integral em (3b.25), € dada por

fix,y,x",¥') = gl [[xz-x'Z]-[yz-y.Z]] . (3b,32)

A express@o que obtivemos em (3b.31) é o resultado principal
desta segdo. Dado o potenclal Vo(q) a0 qual a particula de interesse
estd sujelta, podemeos, pelo menos em principlo, determinar
Jix,y,tix’,y',0) através da'resoluqﬁo desta integral funcional dupla.
Como era de se esperar, poucos sf¢ 0SS casos onde J(x,y,t;x'.y’,O] pode
ser obtido em uma forma analitica fechada. Na grande maloria dos
problemas alguns métodoé'de aproximagﬁd deverﬁo.éer_desenvolvldos. Os
potenciais da forma Vo(q) = aqn onde n = 0,1 ou 2 sdo casos especlals
que podem ser resclvidos exatamente. Apds a resclugdo de (3b.31) podemos
obter o operador densidade reduzido B(x,y,t] usando a expreésﬁo (3b.8).
Nosso objetivo é, entéo, resolver as eqs. (3b.8) e (Sb;Sl) para alguns
potenclais e condigbes iniclais de interesse. Antes, porém, vamos
investigar um limite particularmente importante de (3b.31). Trata-se do
limite classico, onde KT » hw para frequéncias o « Q..

Neste limite, usando que coth x ~ x'.1 para x + 0 e integrando

em w, podemos aproxiﬁar a (3b.31) por

. X Yy
Jix,y,tix’,y",0) ® exp — % f(x,x",v,¥") J I_ Dx(t’ )Dy(t’) *
. xt y’

t
* exp % {Solx(t’)1~Soly(t'l]-Mz [ (xi-iy)dt'}
' 0
t
* exp - EE%EI { [x(t)~y(t)12dt . (3b.33)
h
0
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Entretanto, esta nfo é a funglio mals apropriada para o estudo do limite
_clasico de nosso problema, Para tal, devemos trabalhar diretamente com o
operador densidade reduzido. Mais alnda, é conveniente escrevermos uma
equacio diferencial para p(x,y.t). Esta equagdo pode ser obtlda se
seguirmos os mesmos passos que Feynman [19) ao deduzir a equaglo de
Schréodinger partindo da representagiio de Integrals funclonais para
K{x,t;x’,t"). No apéndice Il obtemos, explicitamente, esta equagldo que ¢

dada por

~ 2~ 2~ 8z a3
8p _ h 6p, h &p ap dp
T " " 5T — 5 —-———-1(x—y)-- 1(xy)—

at | 2Mi axz 2M3 ayz

vV _(x) vV (y)

) ~ 0O ~ 2M7kT
M el < P - (x- y) . (3b.34)

h

Neste ponto, devemos nos preccupar com o significado do limite
classico desta equac@o quéntica. Para que possamos estudar o limite
classico de uma forma coerente, devemos introduzir a transformada de

Wigner do operador densidade reduzido [21]) que é& definida como

- Wiq,p,t) = 1 J exp[—] [ ,t]du . (3b.35)

Esta funcdo ¢ particularmente importante porque, no limite classico (h -
0), reduz-se & fun¢3o de distribuig¢do no espago de fase da particula.
Entdc, invertendo a (3b.35) podemos escrever

plx,y,t) =I H[x;y,p, ] exp[- ;—p (x*y}]dp . " (3b.36)

et |

que, guando substituida em (3b.34), nos fornece, finalmente, a equagio
para a transformada W{q,p,t),

MM _ _0d 8 ' v
3? = Ea pu + = [Vo(q)W] + 2 ["] + D "'"'"'_ ’ (3b.37)

dp ap
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onde D = nkT. Vemos, entfio, que no limite classico nosso modelo nos leva
a equacgio de Fokker-Planck para a transformada de Wigner de p(x,y.,t),
como era de se esperar (vide (2a.26)). o ' K ' :
Convém notar que, apesar da fungdo de Wigner, W(q,p.t), ser
puramente gquintica, apenas o seu limite classico faz sentido em (3b.37)
Jd que a equagio diferencial (3b.34) fol deduzida neste limite. Para o’
caso geral, deveriamos ter uma generallzaqao de (3b.34), que, por sua
vez, acarretaria na obteng@o de uma equagdo de Fokker-Planck modificada
para W(q,p,t). A vantagem de se trabalhar com a representagio de
integrais funcionais neste problema & que podemos tratar o limite
quéntico diretamente através da resolugBo das integrals funcionais em
(3. 31} (em alguns casos) sem a necessidade de generallz&r (3b.34) ou
(3hk.37), 'Portanto. a solugdio do problema  dindmico a qualquer

temperatura, reduz-se a resolugéio de (3b.31).
¢) O operador densidade reduzido em equllibrio

Apesar de termos desenvelvido uma expressdc para a evolugdo
temporal de p(x,y,t), ha diversos problemas que bodemos resolver
conhecendo apenas o operador densidade reduzido da particula quando o
sistema composto estd em equllibrlo. Para tal, bastaria que toméssemos o
limite quando t » w do operador densidade reduzido p(x,y,t) para obter
sua expressdo em equilibrio. Entretanto, esta manobra envolve,
primeiramente, a resolugic explicita de (3b.31) 'para entdo podermos
anallisar o estado de equilibrio termodinamico com o cbnhecimento de
plx,y,t).

H4& porém uma maneilra mals direta de 1lidarmos com este
problema. O operador densidade do sistema composto em equilibric ¢ dado

por
<xﬁledBHlyﬁ>=-p(x.§;y.a..8) S {(3c.1)

onde H ¢ a hamiltoniana do sistema composto, H = HS + HI +.HR’ como em
(3b.1). Usando, entdo, a representagdo de Iintegrals funcionals que pode

ser generallzada de (A].44) e (AI.45) pode-se reescrever (3¢.1) como
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e g

X R :
p(x.ﬁ;Y.a.B} = I I dq(t)dﬁ{t) exp - % St[q(t},ﬁ(r}] , (3c.2)
y-b
Q

onde

- 1 .2 : .' 1 R 2.2
SE[q(t)-.R(rJl & rﬁ{i Mg +v°(qlf§ quRk+)k: 5 MR t5 mkuknk]dr
: 0

(3c.3)

 é a chamada "ag3o Euclideana" do sistema composto. O operador densidade
reduzido da particula é dado por - '

p(x,y,B) = [;ﬁ p(x,ﬁ;y;ﬁ,p) =

-
X R

= J dq(t) [dﬁ I DR(T) exp - % sE[q(r).ﬁtrJl . (3c.4)
y e

que envelve o produto de integrals funcionais do tipe

R -
Ak{B] = ‘;RkIRkDRk(t] e#p - %{‘:T% mk-2+% mkwiRi+Ckaq]dr} . (3¢.5)

Estas integrals sio exatamente as mesmas que resolvemos na secdo
anterior em (3b.16) e (3b.17) se substituirmos t por -ih8 e flzermes
R, = By. O resultado final é dado por

kS

| Cﬁ B  qlr)q(r’ Jcosh w (1T-7" |-hg/2)
L S T ol B B STnh (hBa,72) :
o ‘o

(30.5)

onde
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1 k
IK(OJ =3 cogech [—fzf N

(3c.7)

A expresséo (3c.6) adquire uma formas extrehamente simples se definirmos

ql(t) fora do dominic O = T < hf através dg'q(t+hﬂl = qg(t) [21].

Assim,

Ak(B] =:§;F0§ech [—75“] exp ot hw de’ dT exp —@y IT-T' | *

* qleiq(s’)
Substituindo este resultado em (3c.4), temas

Séo,[q(t)]

p0y.8) = 5,8 [ Da() exp - Fmp exp P qte))
Yy

onde
1 hBuy
p (B =1 5 cosech [ 3 ] ,
X Ve o _
(o](q('r)] = [M[% M{I2+Vo(q)]dt SR
: Yo t B f  __: ' }i; S
CZ o .
A{q(t]] L 4mkw [ dr q(t)q(t ). exp wwk[g-t | .
-0 . o
: S -‘.'.!é_. [

Agora, usando a identidade

q(7)q(z’) u:%;{qz(r)+q2(t'l-{q(tl-qgt{)}i}ﬁ TER

podemos escrever Alq(z)] como
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- (39;165)
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. . .
A= - % I dT’JhBR(t—T'){q(T)-q(T')}sz +
- o - _ _
2 o0 . '
C . 2 2 ‘ .
k - . q it} , q () PP :
+ ¥ o J dt [hﬁ{ 7 * 5 * exp wklt T jdt , (3c.12)
k Tk'k ) : -
. —w 0 _ : :
onde
o Ci o | -
a(t-¢') = )k: 4"‘1:"’]: exp .wkl'l:_‘: | 'Ei rJ(u) exp ~wlt-t’ |dw. (3c.13)
. ' o - 0

"AI segunda integral em (3c.12) pode sér 'trivialmeﬁte éfeti.;ada e como

‘_ resultado temos a bem conhecida corregio

Jhﬂ% Mao)2g®(riar
Yo

'c';ue Ja fol discutida em diversas opertunidades ao longo deste curso.

Portanto, o operador densidade reduzido da particula em equilibrio Iica

L L S eelal®)].
plx,y,B) = po(B}_I Dq(t) exp - ——5— . : (3c.14)
y _ _
onde
s dqm] = | [P @iz + L] ae] ar az-r Mam-ae P
eff 2 T 2| % | a(v)-q :
-0 . ' - 0 .
' ' (3¢.15)
No caso ﬁarticular de J(w) = N féhos}.
alz-t') = = | 70 exp ~0lt-v' ldo = B —L1 - (3¢.16)
0 o _ e { '2-; P )2 . RE [0

0
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Iv. Aplicac;eg _ R _ Cow

No capitulo anterior fomos capazes de escrever o operador
densidade reduzido (dinamico ou em equilibrio) da particula de interesse
em uma representagdo de Iintegrals fuhcionais. Cabe-nos, -@gora tentar
resolver estas Integrais em alguns c¢asos 'de Iinteresse como j&

mencionamos no capitulo II.
a) Dinfmica de pacotes de onda em potenclals simples
- Nesta seqao resolvéremos um dos poucos éxémplds que podem ser

tratados exatamente ° oscilador harménico quantico com dissipaqao.

.Usando a (3b 31) para este exemplo especiflco temos

X Y
Jx,y,t;x",y",0) = I I Dx{T)Dy(1) exp % Six(t),y(T)]

exp - £ ¢lx(r),y(0)] , . (4a.1)
onde
A 4 t
§lx(t),y(x)} = J Lix,x,y,y) - MzJ,(xﬁfy§)dt . . (4a.2)
o . 0 _ . _
~ . . 1 .2 1 .,-2 1 2 2 1 2 2 . .
Lix,x,y,y) = 5 Mx~ - 3 My™ - 5 Mw x” + 3 Mo y” - Myxy + Myyx |
) (4a.3)

t.T
plx(t),y(x)) = 3%1 v coth 2%? l [ lg(t)fy(t)] °°S_V(?-¢)[¥(“)fy(Tll »
0’0

* dvdide : B (4a.4)

Como a Integral funcional aclma ¢ gaussiana, podemos
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resolvé-la exatamente. Vamos iniclalmente expandir o integrando no
entornoe de caminhos xc(t] e yc(r) convenientes para o nosso calculo.

Escolhamos xc[t) e yc(t) tais que

PY da a8l &L

_9 8L L _ .- . 2

= x=x_ = 3t " B ch + ZMwyc + Mmoxc s 0 (4a.5)
Y=Y,

55 d o &l _ - . 2 '

budnd T o el w o . .6

8y x-..-xc at a§ 8y = Myc + ZMa'xc + .'.“dQ,yC = 0 | (4a.6)
Y=Y,

Deflnindo os caminhos
qtr) = 2EYE) o ey = k(1)-y(a) :  (4a.7)

2

as equagdes (4a.5) e (4a.6) transformam-se em

- . 2 : :

q_+ quc twgq, = 0 : | (4a.8)

E - 29k +o%_ =0 -  (4a.9)
c c ovc )

Dadas as céndiqﬁes iniciais q(D) =q', q(t) = q, £(0) = & e E£(t) = E,

as solugBes destas equagBes de movimento sio

qc(r) = (sin wt)“l{q ewt s1n'wt+q' sin w(t-t]}e_7T . {4a.10)

£,(x) = (sin wt)ul{g'e—wt sin wt+€' sin c..v(i:--t')}e"rr . (4a.11)

LS

onde @ = V w§-72 se "’o > v e ww iy 72~w§ se < 7. Outro caso

Interessante é o da particula llvre (V = 0} onde w deve ser substituido
por iy em (4a,10 e 11). e o

De posse das solucles (45,10 el 11) podemos definir novos
caminhos q(t) e £(t) centrados en qc(t)'é $c(t];

§(1) = (-6 (1) e qlz) = qlt)-q (1) (4a.12)
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e reescrever a (4a.1) como
’ 1"' 1] 2 , 12,
Jig, E t;q",£',0) = exp S Sc exp - ¢ A(LIET+B(LIEE +C(L)E

* G(q.€,t:q9",§",0) o (4a.13)

cujos termos passamos a analisar aba;xo.
A primeira eXponenclal envolve a "acao classica”, S dada por

§c = K(;)[qﬁ*q;E'le(t)q'g-N(thﬁ'"Mwlqﬁ-q'ﬁ'l . (4a.14)
onde -
' ' _ -yt ¥t
K(t} = Me cotan wt , L{t) = Mo e N{t) = Mo e .

sin ot © | = sin ot

que.é oriunda de {4a.2) calculada em q,(t) e Ec(t).

A segunda exponencial em (4a.13) é proveniente da integragéo
(4a.4) efetuadé sobre os pamlnhos qc[t) e-Ec{t) e as funcgdes A(t), B(t)
e C(t) sdo da forma

My _ : _
f(t) = E_ jgdv v coth —ﬁT f (t) , {4a.16)
4]

- onde

1 08 3
Av(t) = _E_E__- J sin wt cos v(z-o) sin we e7(t+¢)dtd¢ , (42.17)
sin wt 0 : , : .
ot o |
2o — LJ sin ot cos V(T-0) stn wlt-o) e"“ ”dtdcr . (4a.18)

B (t) =
v sin® ut
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t. .t

1 J I gin w(t-t) cos v{t-o) sin w(t-ole
00

sin™ wt

y{t+c)

Cv(t) = drde

(4a.19)
_Flnalﬁente. a expressio para G(q,€,t;q"',§'.0) € dada_por

00 | |
Gla,€,t:q",§,0) = LJ' DAUeIBELE) exp £ Bl4(n) E(x)) *
C 0

* exp - % ¢T(§(t).§(t)] exp % ¢T{Ec(t),§(t)] , (4a.20)

onde

t. .t oo
. ¢T[f{t).g(t)1 = %1 _dv v coth g%? J I f(t) cos viz-or)gle)drde. (4a.21)
B 1] 0’0 '

Se nfo fosse pela integral funcional (4a.20), a expressio para
CJlg,€,t;9" .’ ,0) j& estaria na forma desejada para efetuarmos a evolugio
témporal'de qualquer pacote de onda neste potencial, Quando.tratamos de
:1ntegraié_ funclonais simples, este termo ¢ uma fungio do tempo (ver
exemplo de integrals funcionals quadréaticas no apéndicé I) o que ndo ¢
‘um resultado O6bvio de uma simples inspeciio em (4a.20), devido a sua
dependéncia funcional em Ec[t). Entretanto, este fato é também
verdadeiro na integragio (4a.20)} como veremos a seguir.

' Ao discretizarmos a Integral (4a.20), facilmente constataremos

que a forma resultante pode ser'representada simbolicamente por

N [au exp - % UMU exp -AU -, - (4a.22)
~ onde UT = (31..”,EN.E1,“.,§N) ¢ um vetor em 2N dimensdes,
W= 6&1 - GENBEI - GEN é o elemento de volume neste espago, A &

outro vetor em 2N dimensdes oriundo da discretizagdo de ﬁc(t) e M é uma
" matriz 2Nx2N. O que hé de Interessante na forma especifica de (4a.20) ¢

que
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0 _ 0 p.: '
A = ¢ M 0 (4a.23)
a p r

onde a & um veter N-dimensional e, P e r sdo matrizes NxN. As formas
especificas de A e M slo devidas ao fato de ndo existir acoplamento da
forma q(t)g(c) em (4a.20). _

A integral (4a.22) em 2N dimensdes ¢ um exemplo Ja bem
conhecldo de integrals Gaussianas multidimensionals e o resultado & -

T 1 1,1

MU exp - AU = exp -~ 5 AM "A . (4a.24)
(det 1M)172 2

Nj'ﬁu exp - -é— U
Mas devide ao fato de N ter o seu bloco superior esquerdo nulo, sua
inversa terd, necessariamente, o bloco inferior direito nulé. Assim
sendo, © produto AM_IA_ sera, obviamente, igual a zero. Por outro lade,
"como sabemos que toda a dependéncia de (4a.20) em ,£,q" e £' esta
contida em A, concluimos que G(q,§,t;q',€',0) ¢é funglo dnica e
exclusivamente do tempo. Esta fungdo pode ser encontrada através do
calculo do det M, como fol felto no apéndice I, ou determinada pela
‘condicdo de normalizaglo do operador densidade reduzide no final do
problema. A fim de simplificar os cdlculos, iremos determinar G(t) desta

ultima maneira. Podemos entdo reescrever a (4a.13) como

Ji{q,€,t;q°,§ ,0} = G(t) exp % {[K(t)}-Mylq€+IK(t)+Mylq &’ -
-L(t)q'€-N(t)aE' } exp - ¢ {A(t)$2+3(t)ee'+ctt)e'2} (4a.25)

e determinar G(t) posteriormente. _ .
Em termos das novas varldveis q, §, q' e £' o operador
densidade reduzide da particula alnda pode ser escrito como

Plagt) = qu'dE' Q.80 € L 00(e €0, (42.26)

onde plq',£',0) & o estado Iniclal da particula. Em nosso exemplo
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especifico, tomemos p(q',€’,0) como um estado puro representado por

02 '2
exp % P§' exp - 3_5 exp - &, (4a.27)
20° 8¢

pla’.g,0) =

™~
[

2no

.
que ¢ simplesmente o produto w(x')y (y') onde

‘2
; 1 ipx’ X
wix') = exp exp ~ —= , {4a.28)
(2n¢2)1/4 h 7 1 2 _

Esta condigdo iniclal representa uma particula centrada na origem com
Incerteza ¢ em sua posicio e momentum médio p., Com este valor inicial de

S. a integral (4a.26) pode ser facilmente efetuada resultando em

R ) 172 L, .
. G(t) nh NZ(t) P
plq,g,t) = exp - [q - ]
| - [o'zKl(tthl(t)] 26°K2 (1)+4nC2 (1) NTE)
ZK 2
) () oPL200) [o* ltt)L(tJ-hB(t)] )
A i e Y SN —31
\ 20> h [Zt_r Kl(t)+4hC1(t)]
N [o'ZKI(_t)L(t)—hB(t) N(t) o
* exp —~|K,(t)gE€ - 3 - [q - ]E , (4a.29)
hi 2 [azxf(t)»«zrxcl(tjl " N
onhde
h
C,(t) = C(t) + . K (t) s K(t)My e K (t) = K(t)-My
! o? 1 ¢ %

(4a. 30)

A evoluclo temporal do pacqté'que representa a particula de
interesse & obtida através de:'(4a.29] quando & = 0, ou seja,
plg,0,t} = plx,x,t) que s#o 08 _eiementos diagonais de E(X,y,t). A
expressdo para S{x,x,t} depols de convenientemente normalizada & escrita
como
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2 2 2
- N2 (t) . N%(t) p
plx.x, t)= exp - - [x - ] '
210K 2(t) +anh C2(¢) 2c2|cf(t)+4h cé(t) NTE)
(4a.31)

o que nos permite determinar o movimento do centro do pacote através de

= P
XO(t) = ﬁTYT . {4a.32)

Para o oscilador harménico sub-amortecido (wo > ¥}, por exempla, xo(t} é

dado por

x (t) = P ocin wt e ¥t , N (4a.33)

&

que &, exatamente, a trajetéria cléssiga de uma particula com momentum
inicial p e posigéo iniclal zero,

A largura do pacote, pode, também, ser identificada a partir
de (4a.31) como

) ozKl(t]+2h c%(t)
e (L) =

. (4a. 34}
N2 (L)

Esta expressio para a evolugdo temporal de o¢(t) permite-nos calcular o
valor da largura para alguns lnstantes particularmente importantes. Por
eXemplo, podemos computar a largura cz(t) quande t + @, que & o valor de
equilibric de cz(t). Usando as equagles (4a.30), (45.15). (42.19) e
tomando o limite quande t + « de (4a.34) pode-se mostrar, apés algum
trabalho, que

]

2 h hy 1 2yv
¢ (m) = dv coth >%T | 1 _ {4a.35)
" Io . [M {w§_92]2+472v2] .

que é um resultado bem famillar da teoria da resposta linear. Ao
identificarmos que ¢ termo entre parenteses no integrando de (4a.35) é a
parte imaginaria da fungdo resposta de um'oscilad@t amortecido, podemos

escrever
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cz(m) = [ dv coth he_ x" (v) , (4a.36)
0

=i

2kT

. onde x"(v) = Im x(v). A equagdo (4a.36) & o famoso "teorema de flutuagéo
e dissipagdo" (ver, por exemplo, [14]} ou [22]),

Podemos, com o auxillo de (4a,.36), estudar o comportamento da
largura do pacote de onda da particula.browniana em equilibrio em fungio
da conStante'de relaxacido y e da temperatura T. A Integral em (4a.36) ¢
partlcularmente simples no caso de .temperatura zerc quando podemos

aproximar coth(hv/2kT) ﬂ'l. 0 resultado da integracio é

2 _ h e
o {n} = Mo fla) [u £ 5—] (4a.37)
o} [}
onde-
.
1 [l - E t_.an“1 ] se a <1
1-a2 1-a2
fla) = { ‘ {4a.38)
U2
1 l£ M se e > 1
n
Lfaz—l o - az—l

que nos mostra que quanto maiof a dissipa¢@o, menor serd a incerteza na
posicdio da particula browniana. Consequentemente, deveremos ter um
aumento na incerteza da distribulg¢do dos momenta, Este fato é
caracteristico do tipo de dissipagdoc na equago de moﬁimento da
particula. Na equacio de Langevin, a'dissipaqéo é tal que dE/dt « &2 por

sua vez e¢sti intimamente ligada ao acoplamento da forma X qukq. Quando
k
a dissipagdo é tal que dE/dt « pz, o efeito nas incertezas de poslglo e

momentum ¢ oposto ao estudado no caso anterlor. Esta disslpagado
"andmala” foi tratada explicitamente na referéncia [23].
Com a obtenglo de (4a.29) temos toda a informaglio necessaria

para estudar o oscllador harmdnice amortecido a qualquer temperatura.
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Mais ainda, outro exemplo particularmente interessante pode ser
investigado se tomarmos o limite w_ -+ O (e @ + 1y} de nossas expressdes:
o movimento da particula livre com -dissipagéo.

N3o é necessario refazer todas as integrais desta seglo para
acompanharmoé a evolucdo temporal de E(x,x.t). Basta que tomemos o
limite apropriado na expressfo (4a.31). Como era de se esperar o centro

do pacote segue a trajetéria classica que ¢ dada por

- P - o 27t
xottl-zm [1 e ] , (4a.39)

enquanto que a largura do pacote (a T = 0) comporta-se assintotlcamente

como

2,,, _ 4h A

Note que apesar do pacote ainda alastrar-se espaclalmente, ele o faz de
forma bem mals lenta que quando ¥y = 0 (neste caso, c¢{t) =« t). Ainda
gobre o comportamento de o(t) devemos chamar a atengfio do leltor para
dois pontes: Em primeiro lugar, o comportamento logaritmico apenas faz
sentido a T = 0. Mesmo a temperaturas 'extremamente “baixas, o© termo
classico oi(t} = (2kT) t/m torna-se malis importante que (4a.40) em um
intervalo de tempo multo curto, Em segundo lugar, a dependéncia de
(4a.40) na frequéncia Q é devida & escolha de condigio inicial deo
sistema composto ser da forma (3b.7). Recentemente, fol mostrado (i8]
que, modificando-ée a condigdo (3b.7), o comportamento de o(t) torna-se
independente de Q. | | '

Para finalizar esta segdo, gostariambs dé fazer_ alguns
comentarios adicionais. Em primeireo lugar; querehos delxar claro que o
modelo aqul adotado para o reservatério nos permitlﬁ desenvolver
exatamente a forma do funcicnal de influéncla (3b.15) do sistema.
Entretanto, a integral funcional resultante (4a.1) sé pode ser resolvida
analiticamente para potenclais simples da forma V(g) = C qn( n=20,1,2}.
Para estes valores de n a (4a.1) & uma integral funclopal gaussiana e,
portanto, exatamente solGvel. Os caminhos qc(t) g'gc(tl foram escolhidos

por pura conveniéncia Ja que, com eles, as equagses (4a.2) e (4a.9) sHo
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totalmente independentes.

No caso de potenciais mais complicados, poderiamos resolver a
integral por métodos aproximados como, por exemplo, o método de fase
estaclonaria ainda que esta aproximaglo s6 nos dé o comportamento do
sistema no limite semi-classico (h - 0). Mesmo assim, as solugbes das
equacées de Euler-Lagrange correspondentes & parte imaglinaria
S{q(t},&()) n3c nos seriam muito dtels, Jja que, no métode do ponto de
sela, necessitariamos do principle variacional aplicade a todo o
expoente, g + i¢, da {(4a.1), As'-equa¢6es de Euler-Lagrange que dai
resultam sfo equacdes lntegro-dlferenciaié. ndo-lineares e acopladas, o
que torna a resoluqéo de (2a.1) ppssivellapenas por métodos numérlcos
(24]. |

A resolucio de integrals funcionais do tlpo (4a.1) para
potenciais mais compllicados aparecera' em futuras apllica¢des onde

aproximagdes multo especiflcas serdo usadas para cada caso particular.
b} Destruigic da interferéncia quintica em meios dissipativos

0 problema que iremos tratar nesta segio €, basicamente, o
mesmo que o da segio anterior no que dlz respeito 3 sua formulagio
geral. Ehtretanto. o efeito a ser estudado é bem diferente,

Desde nossos cursos basicos de mecénica .quantica estamos
familjarizados com o conceito de interferéncia entre estados quanticos.
0 paradigma deste fendmeno & a famosa “experiéncia" da fenda dupla.
Nossc objetivo nesta segl@o, é o de estudar a influéncia de um melo
dissipativo no fendémeno de interferéncia quantica. Para tal, vamos,
iniclalmente, definir exatamente o problema a sér atacédo.

0 'que pretendemos € estudar a evolugio temporal de um
oscilador harménico amortecido cujo eStado inicial & dado por

_x

- 2 r (x-qolz : )
!“(X) = ¢;1(X] + wz(){] =N exp[ ;;'2"\1‘ exp\: "‘"';;"2“"] (4b.1]

onde ¥ é uma constante de normalizagdo e ¢ é a largura iniclal dos dois
pacotes que, por simplicldade, tomaremos como a largura do estado
fundamental do oscilader harménico (q 5 h/ZMQOJ. Porém, antes de entrar
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no mérito dos efeitos dissipatives, vamos relembrar o que devemos
esperar da -evolugdo temporal de p(k,y,t) quando o oscllador esta
isolade, ou seja, ¥y = 0 ha eq. (3b,31), Usando a condigdo inicial (4b.1)
podemos escrever p{x',y',0) como

Pix',y",0) = p, (x",y",0) + p,(x*,y",0) + p, . (x",y",0) (4b.2)

onde py0.y',0) = vy (y’ My (), pp(x Ly ,0) Uy ly Wy ix') e
Pin t(x ¥ ,0) = wl(y )wZ{x ) + wzty )wltx J.. 0 termo py Tepresenta o
pacote centrado na origem, Py © pacote centrado em q, © finalmente Pint
¢ o termo de interferéncia entre Py & Py Quando q, » este termo é
desprezivel,

Nossa intenglio ¢ estudar a evolugldio temporal de p(x,x,t) que &
- obtido através de (4a.26) (obviamente apés a mudanga de varlaveis (x,y)

+ (g,£) para g = x e £ = 0). Como a evoluglio de p & linear temos que
plx,x,t) = pl(x.x,t) + pz{x,x,t) + pint(x,x,t) (4b.3)

onde P € Py representam os pacotes 1 e 2 se eles estivessem sozinhos no

potencial (e cuja dindmica J& nos é bem familiar) e

pint(x.x,t) = ZVbl(x.tT Vbz(x.t? cos ¢{x,t) (4b.4}

A expressdo (4b.4) nos diz que o termo de interféréncia ¢ mals intenso

quando os dols pacotes colincidem. Em particular. quande t = EE + EE_
' 0

pode-se calcular (4b.4) ccmo

q o :
nn n o X
plnt[x’ e za—] « COS [;f x] exp =~ ~3 . (4b.5)
° 0 o
Este resultado nos lembra mulito o de uma experiéncia de Interferéncia em
6tlca quando a Intensidade Juminosa em um anteparo, ‘provocada pela

emissdo de luz de duas fontes (coerentes) dlstantes.'g dada por

I =1+ 12 + 2#1112 cos ¢(x) : (4b.6)
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onde 11(12) é¢ a intensidade devido a primeira (segunda) fonte e ¢(x) &

x sobre o anteparo.

uma funcdo da medida linéar

As equagBes (4b.3) e (4b.4) sio a origem de nossa nova
questao{ Se repetissemos todo o problema com a expressdo (3b.31) com
¥ # 0, o carater linear da evoluglo temporal seria ainda preservado e
teriamos

plx,t) = p (x,t) + py(%,t) + Emt(x.t) :  (4b.7)

onde agora 51 e 52 representariam pacotes sujeltos a dissipacido como em
(4a.31) e Eint(x.t) seria dado por

— ol

Ping (X t) = 2 Eltx,t) Bz(x,t) cos ¢(x,t) exp ~f(t) , (4b.8)

. que & alnda da forma (4b.4), exceto pela presenga de um fator de
atehuaqao exp - f(t}. A pergunta que surge naturalmente é; como a fungio
_de relaxagéio f(t) se relaciona com a fungfio de relaxagiio yt do movimento
dos pacotes?

Em principio a questfio & simples, pols f(t) pode ser ¢btida

diretamente quando resclvemos a integral

Py (X, t) = Jax dy' J(x,x,t:x’,y',0) B, (x',y',0) , (4b.9)

onde Sint[x'.y’,o) é dado por (4b.2) e J é o propagador em (3b,11). As
integrais s#o, como antes, gausslanas e de simples resolugde. Para
facllitar nossa analise da exponencial em (4b.8), vamos definir algumas

quant idades como

R
il
£ l‘?

W
;5 e i 8= Uot KB =
o o ' ' o

gq(e} = q, [E~§lg~§9 + cos SB] exp -ad ,
a 0

oo i ([l bl o]

sin 54
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* exp[a[61+32]]d01d92 .

A

IR(B) = % J da A CR(B.h]coth(Kh) i Q(e) = I%aIR(6)+(a+S cotan-Sﬂ)?
Q

2 2
02(9) " Q(Q) sln.(gal exp -(2a0) ' (4b. 10)
S :
em termos das quals o fator de atenuagio é escrito como
qi o IR(BJ
exp ~f(t) = exp - —5—— s ' (4b.11}
8¢~ Q(0)

e a nossa meta & a andllse deste expoente.
Antes de iniciarmos a anilise propriamente dita, convém notar

que as expressdes em (4b.10) .sfo provenientes da integragdo (4b.9) no
2 2
caso do movimento sub-amortecido (y < wo) e w= Vo -y . Quando 7y > W,

deévemos lembrar que w = 1 sz—wi‘ (como na segdo anterlor) e as demais
funcdes devem ser convenientemente modiflcadas.

Tanto para o movimento sub-amortecido quanto para o
super-amortecido, a fungdc g(e) = aIR(B)/Q(e} ¢ tal qué g(t) =0 e
g(w) = 1. Consequentemente, o fator de atenuaglo tende a exp -(N/2)

2 {note que N & o nimerc médio de quanta de

quandc t + &, onde N = q§/40
energia, hmo, do oscilador harménicoe no Instante inicial). Como estamos
interessados em sltuagdes tals que qo-» ¢, temos N » 1 e podenmos
considerar o fator de atenuagfo como nulo a tempos longos. Na realidade,
a interferéncla residual, exp -(N/2), quando t + w, é devida ao fato de
termos desprezado o ‘"overlap" Iniclal dos pacotes de onda na
normalizagéio de pix',y',0). Se levarmos em conta esta corregdo, a
contribuigéio andémala dé 1nterférénc1a residual iré deséparecer.

A andlise que faremos de g{8) envolve um estudo cuidadoso de
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seu comportamento em alguns limites de interesse. Nesta segldo, estaremos
interessados em estudar a destruigiio de interferéncia nos limlites de
altas e baixas temperaturas e, em cada um dos casos, estudar ainda os
limites de dissipagfio fraca e forte. 0 estudo detalhado de g(@) nestas
quatro situagdes, depende apenas da habilidade matemidtica de'quem se
cahdidate a tal tarefa, A apresentagio explicita dos detalhes
matematicos serviria apenas para extender desnecessariamente esta segéo
sem acrescentar absolutamente nada & fislca do problema., Vamos, entio,
apresentar apenas os resultados finals desta andlise aconselhando ao
leltor a referéncia (25] para maiores detalhes.

Para todos os limites de interesse o termc de atenuacdo de

interferéncla pode ser aproximado por

qg al (9)
E)(p 2 W %= eXp -t N (4b.12)

onde a constante de relaxagio de Interferéncia, [, é dada por

(2NKT ce ¥ «
_ hwo 2 ¥ o
altas temperaturas (x « 1) < 2 _
2NKT “o se » w
hw 2y 4 [}
{ [
' = 4
[N Y se y ¢« @,
balxas temperaturas (x » 1)1 w2
. O .
N f; se ¥y ¥ @,

© que nos mostra que ' é sempre dado pela constante de relaxacio do
pacote (y se y « w, € u?/21 se 7% w ) multiplicada por uma fupqéo da
temperatura (N se kT « hw e ZNkT/hw s¢ kT » hw ). Como estamos
tratando o caso N » 1 vemos que Q tempo necessario para a destruigéo do
termo de Interferéncia é multo menor que o tempo gasto pelos pacotes
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para atingir a sltuagdo de equilibrio. Dependendo da preparagdo do
estado inicial do oscilador, vemos que este tempo pode, inclusive, ser
bem menor que o periodo de oscilaglo natural do sistema. Desta forma os
dols pacotes se comportariam como duas distribulgdes cléssicas em
movimento harmdnico amortecldo. A introdugdo do melo dlssipéﬁivo'servlu
para destrulr o efelto quantico em uma escala de tempo bem curta
tornandce o sistema "mals classico".

A interpretacdo fislca deste fendémeno é bem simples. Vamos
conslderar um'oscilador harménico, preparado como uma superposicio de
dols pacotes centrados na origem ¢ em um ponto z, fracamente acoplado a
um banho de osciladores a T = 0.

0 estade inicial do sistema composto pode ser aproximado por
|¢1> s {|w0> + iw2>} @ |0> ) | (4b.15)

onde |Q> é& o estado fundamental do banho de osciladores e lw0> e |wz> oS
dois pacotes do oscilador de interesse. Vamos ainda assumir que Iwo>
seja o estado fundamental do oscilador quando desacoplado e que Iwz>
contenha um namero médio N de quanta de energia.

" Depols de decorride um tempo Tt (tempo de relaxacido do sistema

de interesse) o sistema composto esta no estado flnal
|¢f> = lg > @ IN> ' . (4b.16)

onde |N> &€ o estado do reservatério que contém N quanta de energia hwo.

Vamos, agora, investigar o estado do sistema composto apés

o]
oscllador ter emitido o equivalente_a um quantum de enegila hmo para o
reservatério. Como a emissio de N quanta de energia da-se em T, a

a

emissdo de um tUnico quantum dar-se~4 em T/N. Pbr outrq lado, como
hamiltonlana de interagdo envolve, explicitamente, a coordenada do
oscilador, o estado do sistema em T/N pode ser aproximado por

|¢1> = ly,> e 1> + |y > e (0> y ' (4b.17)

ou seja, a forma da hamiltonlana de Interagiio faz com que estados do
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oscilador centrados em posigdes distintas se correlaclonem com
diferentes estados do reservatorio. Usando ent@o a ortogonallidade entre
|[0> e |1> podemos escrever o operador densidade reduzido do oscilador

como
p = trR}¢1><¢l| = |¢z><¢z|+two><woi . (4b.1B}

que é uma mistura estatistica na representagdo de coordenadas. Portanto,
os termos responsdvels pela interferéncia entre os dols pacotes decaem
em um intervalo de tempo da ordem de t/N, de acordo com (4b.14) que fol
obtida sem qualquer hipétese sobre a intensidade do acoplamento com o
" banho, '

Um ractocinio bem semelhante pode ser usado a temperatura
finita, A unica diferenga ¢ que, neste caso, devemos considerar as
transi¢gSes Induzidas pelo reservatério como funglo da temperatura.
Tentemos entender este mecanismo de uma forma bem simples.

- Como vimos anteriormente, a perda (em média) de um quantum de
energia & suficiente para.que haja é destfuicﬁb da interferéncia entre
os dois pacotes. Por outro lado, sabemos que tanto i$z>. que evolul de
|¢z> em T/N, quanto o proprio Iwz> estlo centrados em posligdes z e z,
respectlivamente, e, portanto, ndc sdo auto estados de energia do
oscilador. Todavia, come eétamns apenas procurando entehder o mecanismo
que hos leva a (4b.13),'vamos assumir que na expansdo dé.’¢z> {|$z>) em
auto estados de energia predominem as componentes de energia EI(Ezl e
que El_EZ & hwo. A evolugdo temporal do nﬁmero de ocupacdo destes dois

estados é dada pelo sistema [26]

n1=—MH

b B U{wo)(nl"nz] . ]
_ {4b.19)
2

=
i

2 Anl + B U(wo)(nl-n
onde, obviamente, desprezamos a 1nf1uénc1a dos demals estados (Ei) na
escala de tempo em que estamos ipteressados, O fator A & da ordem de
. -1 y i

(t/N) °

(taxa de emisslio Qquntaheg_dg ! quantum de energla a T = 0)
enquanto que o
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U(wol =

wl >

" = n(wo) . - (4b.20)

¢ ]
exXp o~ 1

A soluclo de (4b.19) é simples e resulta em

n.—-n

1 « exp -{2n(wo)+1}At , (4b.21)

2
e, consequentemente, o tempo de destruigio de interferéncia reduz-se a

1

T o
Td [ 4 3n Uo i ﬁ ' (4b.22)
que no limite de altas temperaturas pode ser aproximado por
: hwo. _ o
Ty SNKT T . (4b.23)

de acordo com o resultado obtido em (4b.13). _

Vimos, entdo, que a répida.destruiqéo da interferéncia entre
pacotes de onda em um melo disSlpativo é consequéhqia do acoplamento do
sigtema .com séu reservatério que faz com que pacotes centrados em
posigBes distintas possam se correlaclonar com estados mutuamente
ortogonals do reservatério, causando, assim, a relaxagfio dos termos nio
diagonais do operador densidade reduzido do sistema. A temperatura
finita, este processo ¢ acelerado devido as.transiqﬁes induzidas pelo
resérvafério. ' o

Obvliamente, as aproximacles e hipété.se.s'usadaé_ nos Gltimos
paragrafos ndo sdc, de forma alguma, rigorosas Nossa intenqao. fol
apenas entender com argumentos simples os resultados (4b.13) e (4b,14)

que, por sua vez, surgem de um célculo bem mals culdadoso.
¢) Tunelamento de uma Particula Brownlana (decaimento)
Nesta seglo, pretendemos deduzir uma expressao que nos permita

calcular a taxa de decaimento (por tunelamento) de uma’ particula

Brownlana sujeita ao potencial

€0



2 2

Vi) = 1 M uwlq® - AqC (A > 0) (4c.1)

NI'-'

quandoe a particula encontra-se, inicialmente, no minimo local, q = O,
deste potencial., Evidentemente, precisamos definir com mais precisio o
problema que vamos atacar, devido &s Inumeras questdes relativas a
tunelamento que podem ser levantadas neste mesmo problema, Nosso
lhterésse particular seré responder as segulntes perguntas:

1) Consideréndo que a.particula browniana encontre-se em equilibrio com
seu reserﬁatérlo a T = 0 na posic8o metaestdavel g =.0, qual e a
probabllidade dela del#ar esta posiclio via tunelamento quintico?

i1) Sera possivel descrever a taxa de tunelamento apenas em funcdc das

constantes fenomenolégicas da equaglio de movimento clésslica?

A fim de estabelecer um critério de comparagdo das nossas
futuras expressdes com outras Ja conhecidas, vamos rever a férmula de
tunelamento de uma particula no mesmo potencial quando 0 = 0.

No apéndice III, introduzimos um método para abordar este
problema via integrals funclonails. Apesar do método ser um tanto
sofisticado para o caso nfio dissipativo, ele seria de grande utilidade
quando aplicade para n # O. _

0 ponto central de nosso calculo é a férmula A(III.34) que nos

da diretamente a taxa de tunelamento por unidade de tempo,

1/2
N CE
o 2mmh

onde Bo ¢ a acgdo da "bounce” que também fol introduzida no apéndice III.

det (-ma% +me’) Y2 B _m

(0) e . (4c.2)

det’ (—ma +V“(q

Como vimos, esta & soluglio da equagdo {AIII.10), que pode ser facilmente
integrada com as condlicdes de Contorno q(0] (0)

(4¢c.3) abaixo).
Multiplicando a (AIII.10) por dc temos:

(rw) = q, (w) = 0, (ver eq.

L ugl02 - yq!®) = 0 . (4c.3)

N =

onde V{q) ¢ o potencial (4c.1). Integrando (4c.3} temos
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Muz w.T

f:‘”( ) = —2 sech® 2 , (4c.4)

e, portanto,

_ 36 o . : .
B0 = J { Mq +V(q )}d 5 E_ . | (4015}

onde V_ ¢ a altura da barrelra de potenclal (ver figura 4),

A vi{q)

1
a¥

Fig. 4: O potencial (4c.1)

que em termos dos demals parametros de V(q) escreve-se

Mgwg :
V = (4¢.6)
0 5432

Computando-se os demais termos de (4c.2) podemos escrever FQ como

-
[+]

ro = Ao exp -

. U’IlU
o

m— ) (407)
[¢]
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onde

(4c.8)

o
O
=
=~
£

=
n
.
E
Tﬁ
o=
o]

o]

‘qué,'como era de se esperar, colncide com a expressfo de TI' calculada na
éproximaqﬁo WKB. Apesar de néo termos explicitado o céalculo da razéo dos
‘determlnantes em (4c.2), este pode ser encontrado em (28],

o - No caso 9 # 0 o ponto de partida para a obtenqéo de I' & muito
Semelhante a0 que usamos no apéndlce ITI, Congideremos o operador
. densidade do sistema composto em equllibrio' a dhé dada temhératura'
(kB)_lflne forma andloga a AI1I.7 (apéndice III) temos |

p

4 5 : - ¥ - .
eq(x,R:Y.Q.B) = E wn(x.ﬂlwn(y.Q) exp -BEn . (4c.9)

O operador densidade reduzido da particula &, entdo,
~ - - * Y
peq(x.y.BJ—J;ﬁ peq(xR;yR)~J;R E wn(x.ﬁ)wn(y,R) exp -BEn . (4c.10)

" ou alnda, usando a representag8o de integrais funcionais temos

-

~ 3 = *BH - - Xy R S
peq(x,y,B)=JAR<xHIe !yR>=J;R RDq(t DR (T’ Yexp- -{q(t ),R(z' )],
' . Y,
' (4c.11)

onde H é a hamiltoniana do sistema composto e 5. a a¢do Eucllideana

E
correspondente, Usando exatamente o'mesmo tipo de argumentagio que a do
inicio do apéndice III podemos calcular a energia do estado metaestavel
do slstema gomgosto tomando a limite quando B + o (T + 0) de (4c. 10)

quando x=y =0 Def inindo T= hg temos

, 5 “tE/h | Sg
Idﬁlqﬁotﬂ.ﬂll e ¢ [ nq(-: )DR(z' )exp~ —{q{t ), R(t "
| (4c.12)
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Por outro lado, o trago da integral funcional em R(t') em (4c.12) jafoi
tomadoe na segdo 3c e o resultado flnal apresentade nas férmulas

(3c.14-16); aqul reescrevemos por mera convenléncia:

~ ~ 0 Seff
p(0,0,8) = pO(B) Dg(t’') exp - —*ﬁ—[q{t')] ) (4c.13)
o _ o o e
onde
. T . . ® T . . 2 e
; 1,2 ' " , (€' )-q(z")}
SerplAlF )]=I {.2_ Mq +V(q)}d1; + 2“?, I dt J ar 19 "(. _'q ‘ 5—- (4c.14)
0 . M -0 Q . L ' _

Temos, entdo, um prqblema énalogo ao que tratamos ho apéndice
ITI, com a diferenga dué’a aqéd'no expoente dbnintégfando contém uma.
influéncia efetiva do banho dé osclladores no estado de equllibrio da
particula. Qutro ponto em varidncia com o exemplo do apéndice III reside
na interpretagio da parte imaginaria da enefgia eﬁ (4c.12). No presente
exemplo, Eo é¢ a energia do estado metaestivel do sistema composto
particula-reservatério. Aqui também podemos mostrar (ver abaixo) que
existem auto valores nulo e negativo na diagonalizagdo da 22 derivada
funcional da agio e, porténto, IrnEo # 0. Como devemos interpretar esta_
quantidade?

0 sistema composto particula-resérvatério eSté sujelto a um

potenclal N+1 dimensional (3a.20) que possui além do minimo metaestavel

em de (q, R) = (c,0), umn ponto de sela em
R Mwi Ck M wi

(q.R) = |55~ .+ .y~ 5~ — —,...|. Como estamos-'tratando o - sistema
3A 3 mk K

composto a T = 0, a unica 1nterpretaqﬁo cabivel para ImE € que esta
quantidade seja proporcional a taxa de tunelamento deste slstema N+1
dimensional para fora da configuraqio (0,0). Por outro lado. como a
particula de Interesse & a unica das N+l capaz de tunelar, yamos
assoclar ImEo a taxa de tunelamento desta part;cglg guJeitg a influéncia
do banho de N osciladores. Desta forma, o cédlcule de;lq@b‘rggponde (ou
deve responder) as questdes orlginals desta seclio. ' '

Nosso préxime passo &, entfio, mostrar que apesar de termos que
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tratar com uma agldo efetiva bem mais complexa que a do casc 3 = 0, nosso
problema ¢ exatamente o mesmo que resolvemos no apéndice IIT.
Quando T + o (ou seja, T » 0), a derivada funcional da acgéo

S ff[q(‘t'}] em qc(r'] é dada por

=0 , (4c.15)

=
1
-]
|12
1
ERE-

o
0
0

. o Yo "
38 ¢ v sor [qc(t ) qc(t )1
a8q q C '

(T.-T")z
c -0

onde a ultima lgualdade segue do fato de estarmos trabalhando com a
aproximaqﬁo de fage estacionérla Esta equaqﬁo de movimento assim como
"no caso w = 0, & invariante por 1nversao temporal {(z' + -1") e por
translaqﬁo da origem do tempo T {1 + ro}, 0 que nos permite
mostrar a existéncia de uma soluglo do tipo "bounce" quande T + .

Multlpiicando a (4¢.1S) por éc' temos

: g (v )-q _(z")]
d 1 i - . . n " C C
3t ['2‘ ch--V[qc]'} = qc('t ) T J- dr Ry )2 , (4c.16)

que & uma foérmula exp}icita da variagido da "energia euclideana” com o
| tempo. Desta forma, se tormarmos q. (-w) = 0+ (topo do potencial da fig.
A2), a solugdo d. (t') comeqa a aumentar sua "energia total" a medida que
qc(T ) aumenta, até o ponto de retorno q em T = 0. A partir deste
instante, qc{t’) < 0, e consequentemente toda a "energia” ganha de
9
implica em qC(+ o) = 0. Portanto, quando T e (T » 0), a (4c.14) admite

=0 a q, = & sera dissipada né mesma taxa em que fol ganha, o que

uma solugdo do tipo “bounce".

Una vez que o leitor tenha se convencide com esta
argumentag8o, o mesmo tipo de analise que fizemos no apéndice Il segue
trivialwmente, Por exemplo, a fim de estudar a estabilidade de qc(t')
devemos analisar a 22 variacéo de Sefflq ], que & o mesmo que estudar o
seguinte problema de autovalores .

D q(r’) = 1070 R o (4c.17)

onde o operador diferencial D atuando em q(1') é dado por
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~ 2 ? . . ¥ - i .
D q(t') = -M ﬂ_gizil + V“(qc)q(t’) + 2 Jm alz')mqlx’) dr" . (4c¢.18)
dr’ < (-t

Derlvando a (4c.15) com relaqﬁo'é 1’ pode-se também mostrar
que & é uma auto-fungéo de (4c.18) com auto-valor nulo. Por. q, {(t") ser
uma fungdo par (e bhem comportada sobre toda a reta) q (0) = 0 e,
portanto, a solugéc de A = 0 possul up zero para 7' # % w, Podemos,
entfio, concluir que existe uma auto-funqao q, (c' ) com A <Q.

Devido a esta andlise podemas escrever diretamente o 'resultado

correspondente ao tunelamento da particula acoplada a um reserVatérlo,"

“&cu 172
- [

(-]

det 0 |12

-~

det' D

exp 52 T (8e.19)

onde Hécuz = I &2(1’]dr' (note que, em geral, "&é”z * g sb4 valendo a
-

igualdade quando a "energia" se conserva),

00 00

® (g (t’)~q (t"))2
= ‘ = l =2 * n........ ' 1+ ¢ _c
B = Sefflqc] [ {2 ch+V(qc)}dt ‘in [ .dr J dr 5

(Tl —r" )

- et | o0

(4c.20)

e 60 é o mesmo operador que 6. substituindo~se V“(qc) por Hmi.

Antes mesmo de tentarmos resolver a (4c¢.15) para, entéo,
calcular B em (4c.20), uma importante conclusdo qualitativa pode ser
imediatamente tirada desta Ultima expressdo. Devido.a B ser escrita como
a soma de BO {ver (4c.5)) com wum termo pﬁrémente quadréatico, .e,
portanto, positivo definido, a corregdio dependente de mn Ird4 sempre
aumentar B, o gue se traduz no decréscimo de T cpmirelacad a FO; Ou
seja, Ja podemos concluir que a dlsslpaqao.tendg-a*reduzi; 8 taxa de
tunelamento da particula browniana. Neste pontd, cabeaénfétizar um fato
muite importante; a disslpagfio, ou melhor. o acoplagento a um
reservatbrio nem sempre tende a inibir o tunelamento. A forma (4c.20) é
resultante de um modelc multe especifico de 1ntera¢&o ‘particula-banha.
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Na realidade, exlstem outras formas de acoplamento que tendem a assistir
o processo de tunelamento mesmo que seu efeito na equacﬁo de movimento
classica da particula seja o de uma forga dissipativa. Da-se o nome de
"disslpacao aﬁémala“ [23]) a este caso parilcular. Apesar de extremamente
lntefessantes, estes exemplos néo saq o objetivo de nosso curso, onde
estamos tratande apenas do modelo de acoplamento para o movimento
brownlano (disslpaq&o Ohmica)

' Vamos inicialmente estudar a correqio a B em fungdo de 7.
Apesar deste problema ser de extrema complexidade. doig limites
ﬁartlcularmente importantes podem ser resolvidos analiticamente, a
‘saber, os limites  + 0 e 3 » o. o '

Mo caso n » 0, suponhamos que a solugdo qc(t’)'seja do tipo

(0)

qc('tn_] = qc (1)

(') + m g (x) . (4c.21)

onde q(o)'é a'soluqﬁo da equagiio quando n = O (4c.4). Ac substituirmos
[4c 21) en (4c. 20) vemos que para obter correcdes 0{n) a ac%o B devemos
(0]

(r').

demais termos serdo O(n ) A integral acima mencionada pode ser

apenas computar a 1ntegral duplia em (4c.20) para q, (') =

resolvida em duas etapas. Em primeirc lugar, definimos novas varlavels
de 1ntegraqao u=r71-1t"ev= (v+r")/2, o que nos permite reduzi-la a

seguinte integral

v ]
2 :
AB = B—B = 2n q2 dx jsinh X - 3x coth x + 3 , (4c.22)
T 3n 2 ol
X sinh"x

que pode ser resolvida por residuos resultando em

AB =.5§ g(3)aB, = 1% c(a) (4c.23)
N . ‘l'[
21
onde o« & 7/2Mw e §(3)Y= ¥ ~§'.
o n=1 n"

De forma a investigar o limite n + », vamos escrever a equagio
de movimento (4c.15) em fungdo da transf@rmada de Fourler ¢(w) de g(x']},
Usando que
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q(t') .= %— I q(w}e 'dw_j_ . . (4c.24)
N -m N
temos
{szinlwl+Hwi}q(w) - g% qu(w-u')q(w’)dw' =0 . C (4c.25)
. . ’ Lo .'_--:_, ¥ —o - P s . EIPAE {:'

Come estamos partlcularmente interessados em sqluqée# super-amortecidasg
espéramqs que.a contrlbuiqﬁo principal en q(u).seJa devlda a frequénclas
baixas e, portanto devemos desprezar o termo em wz em {(4¢.25). Asslim,
assumlndo que q_ (w) seja da forma ' -

q (W) = Ae “clol , | (4¢c.26)
temos
- 2 . - ;-
nlwlA e "““"m@ aeTslol A |1+iul| el .o | (4c.27)
n Ik _ :
o que implica em
_ 2mq _ 2o . :
A= *3"'1"'" :- ) e K = a . } o L (4C.28]

A expresséo para Kk em (4c,28). realmente nosg. mostra. que a
contribuig@c principal em q{w) vem de freqpénc;as A. q,qo, Jﬂ_)ue a» 1,

Mmz em {(4c.25).

Substituindo a {4c.26) em t46;241; usandﬁ‘ a (4c 28) e
efetuando a integragéo, chega-se a

Jjustificando de forma auto-consistente o fato de termqs 1gngrado Q termo

e Lokl
=i gt .-:4H o

: q (T l %i 1 m-'-'.v-.'z?f' 5 -:;aﬁf(i'};i-.i-}é'i (4c.29)

' 1+[(w§ ] G s TR e e
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A aglo correspondente a qc(t’) é, entdo,

1 1{,.2 2} 2 A , ., ' )
B = 5x I {E[Mw *"'”|+M”o]qc(”]+§ﬁ [ do qc(w)qc(w w )qc(u }}dw

o -
Zu o + 0(” ] ' (4c.30)

Concluimos. entaa, que a dlssipaq&o sempre aumenta a agdo da
“bounce” » © que implica na diminuiqao de I, Mals ainda, a correqéo que
surge devida ao acoplamento com 0 banho, pode ser “escrita em funpgdo da.
dissipaqao fenomenoléglca 7. Apesar de ainda termos que analisar o
pré- fator. podemos seguramente afirmar que ha um decréscimo em I Jé que
a exponencial da a contribuiqao principal para a taxa de tunelamento

Para valores intermediarios de n, ndo é possivel obtermos uma
solugdo anéliticé' para (4c 25). Entfétantb, argumentos de calculo
variacional podem ser usados caso desejemos encontrar limites superiores
e inferiores para Bimw). Apesar de nio apresentar os referidos métodos
.neste trabalho, 'gbstériamos de sugerir a referéncia [11] para malores
'detalhes do que fol acima menclonado |

Outro peonto que ndoc sera abordado nesta segdo € o decaimento
com dissipagdc a temperaturas finitas. Neste caso, trés abordagens
basicas sSc usadas na generalizagio do que aqui vimos. A primeira delas
é muito semelhante ao que fizemos para temperatura zero com a diferenca
de atribulrmos a parte imaginar;a da energia livre, F, uma interpretacgédo
de constante de decaimento. Asélm .a exﬁressio para [ deve ser
generallizada para '

r = Z;mf , ' ‘ (4c.31)

onde a expressio para F calcula-se exatamente como para E com a
~diferenca de que os limites de integraqap em (4c 14) s#o todos mantidos
finitos [29,30,31]. '

A segunda abordagem é yma gencralizaq&o do caso T = 0 onde o
- autor faz uso expliclito das funqbes de onda HKB no potencial metaestéVel
-|32], enquanto que a terceira abordagem {33] ¢ uyma aplicaglio direta dos
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métodos de Feynman e Vernon [19,20].

Em qualquer um dos trés casos as solugles analiticas ndo sio,
em geral, acessivels excelo nos limites de temperaturas multo balxas,
onde computa-se uma cotreqéo proporcional a T2 ao resultado de T = 0, ou
no limite de altas temperaturas onde o resultado classice de Kramers
[34] & recbtido.

0 teste experimental da valldade desta teoria fbl felto
inicialmente [35] medindo-se a probabllidade de se obter uma voltagen
finita entre os terminais de uma jungéo Josephson sujeita a uma fonte de
corrente. Antes de se atingir a corrente critica ic existe uma
probabllldade finita de geragio de voltagem evidenciando, entdo, a
possibilldade de haver tdnelamento de llnhas de fluxe pela Jungdo.
Apésar désta experiénbia nio ser exatamente a ﬁroposta na Introdugdo, 2
fisica envolvida & baslcamente a mesma, Experiéncias mais recentes
indicam que nos SQUIDs os resultados s3o os mesmos em fungio dos
parémetros do circuito superéondutor.

As taxas de tunelamento medidas a tempefaturas ultra-balxas (=~
5 mK) e sua extrapolagdo para T = 0 concordam plenamente com as
previsdes tedéricas no que diz respeito & contribuigio dominante em I', ou
seja, sua parte exponenclal. Quando ao pfé—fator. o problema ainda

encontra-se em aberto,
V. Conclusoes

Neste curso vimos que & possivel descrever a dinamica quéntica
de uma "particula brownlana" sem preclsar recoerrer a navos métodos de
quantizagdo. Levando em conta explicitahente 0 acoplamehto da particula
com um reservatério convenientemente escoihido fomos capazes de
descrever lnimeros efeltos puramente quanticos. desta particula e,
consequentemente, estudar a influéncla da dissipaqao nestes processos.

A conclusfo imediata que trivialmente chegamos ¢ que ?
dissipagio da forma wg na equagdo classica de movimento influi de forma
a destruir efeitos quanticos tajs como interferéncia Ou tunelamento. E
mals, as expressdes matemdtlcas que refletemn esta influéncia pedem ser
univocamente descritas em fungdo da Lonstante de dissipaqéo n Portanto,

poderiamos dizer que a disslpagdo fulqa o sistema a ser "mais classico".
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Apesar de termos usado um modelo extremaﬁente_g@mplgﬁﬂggga:p
reservatério, podemos argumentar que, péf”mais comp}g#q;ﬁﬁgﬂﬁgs;;ﬂsér
este reservatério, sua interagéo efetiva com a partiéﬁié externa pode
ser descrita por (3a.1-3). Um argumento bem geral nesta diregdoc pode ser
ehcontrado em llll.enquanto que exemplos especificos de reservatédrios
ndo harménicos podén gser encontrados em {36,371, Entretanto, em todos os
casos de Interesse, a parte relevante da lagrangeana do sistema composto
quase sempre reduz-se a {(3Ja.1-3) com a funglo espectral J(w) dada por
(3a.10-11). Convém notar que o comportamento linear de J(w) para baixas
frequéncias ¢ fundamental para que possamos obter um termo dissipativo

da forma n&.

Obviamente, o estudo da dinamicea quéntica de sistemas
nao—léolados ainda & um campo extremamente. fértil para futuras
pesquisas. A abordagem aqul apresentada & apenas uma dlregéo ({(que
.mostrou—se ser suficientemente conflivel) a ser possivelmente tomada na
investigacfo de Sistemas mals complexos.

Gostarla de flnalizar agradecendo ao Prof. L.E.M.C. de
Olivelra por inumeras sugest8Ses feltas a redag3io deste manuscrito e A
Sra. Rosa Yukiko Kawaguchl pelo trabalho de datilografia.
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APENDICE I

Neste apéndice, nossa intengio é Introduzir a representagiio de
Integrals funcionalg para o propagador K(x,t;x',0). Como sabenos,
> (AT.1)

K(x,t;x',0) = ¢xte H/P Iy

' 2
onde H = gﬁ + Viq). _ s : S
Se agora subdividirmes o 1nt§rya}q_¢e tempo (0,t) em {O.tl) )
[ty.tyl v vty t] podemos escrever (Al 1) coma

SH(-ty )R -lH(L -t /R -HE /D

Kix,t;x',0) = <«xle 7" ,..e AT L
(AL.2)

onde temos N exponencials.. Se Introduzirmos a relagdo de completeza
° . I S

[ dxkixk><xkl =1 (1 < k s N-1) entre cada gxponenéial temos

- -
K(x,t;x",0) = J

-

-{H(t-t,, . )/h

N-1
!xN“1><x

...Jm dxl,..de_1<xle N—ll ces
-w

/h
|x’> . (AI.3)

~1Ht

1
e |x1><x1|e

Fazendo o comprimento € de cada um dos intervalos ([t .t .} tender a

zero (N » w), podemos escrever para o k-ésimo 1htervalo;

ie \ )
K(xk'tk'xk-l'tk-l) # ﬁxkll - Ew Hlxk_1> ' - (AlL.4)
com X, = X € X, * x', ou ainda
ie p2 le .
K(xk.tkixk_l.tk_l) # <xklxk_l> - ﬁ-<xkl§alxk_1> = ﬁ—<kuV(q)lxk_1>

(AI.S)

72



" Usando, entdo, que |dp lp,.><p, | = I temos
- jue  1dpy Iy ><py remos

| - 2
K( t.°x ot ) ldp <x Ip ><p, Ix, > - e 1y EE <x, 1P, ><p, I%, _. >
R e K by PP P ¥ey” = B 9Pk 2m PP ¥

£ IAPk'v(xk)(xklpk)(Pklxk~i?' . (A].6)
" Mas, como -
. Cgp X, /B o o
.<xki.'pk>_- L e K" . : (AT.7)

venh

a equaqéo”(kl.ﬁl_podg”ser rgesé;l;g.comol

Kok, e e ap exp % eox 1 - 2% 4 vix )
| Y k- 1'"%-1” 7 Ak | P P TR - TR (e k')

(A1.8)

que quando tem seu ihtegrando exponenciado nos di -

| dpk exp: 1 ﬁ'(xk'xk 1) exp - ﬁ—[i— +. V(xkl}
TR o (A1.9)

: e .
B R N e I

A 1ntegra1 em Pk poda ser resolvida'ttivialmentej tendo como resultado

e

a v S . 5% )
K(xk. k'xk et k 1 (Zuibe) exp i R 2 ———fziw——u - V(xk) .
(A1.10)

Substituindo (A1.10) em (Al.3), temos finalmente

segpd
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00
Kix,t;x",0) = [

0 L]

* N-1 1172
oo dxLdxy L4 T [_____] '
[- 1 N-1 k=1 2uthe

2

2
(x -x )" _ '
e [m "k k-1 _

Tomando o limite € » 0 ¢ lewbrando que € = At = tk-tkﬂl
podemos escrever (Al.11) da seguinte forma simbélica:

t .
Kix,t;x',0) = Tt dx(t’) exp 1 Six(t')]) . (A1.12)
t' =0 N h |
t
onde S[x(t')] = [ {% mﬁz - V(x)}dt'; ou ainda
O
X _ . _
Kix,t;x',0} = I Dx{(t') exp % Six(t')]. (AI, 13}
xl

que ja tem.em Dx(t') o fator de normalizagfio N de (AI.12). Portanto,
conseguimos escrever o propagador como uma soma das exponenclials das
agdes sobre cada trajetéria ligando os pontos x’ e x. Esta & a famosa
representagﬁo'dé "integrais de-tfajétbrias“ que é devida a Feynman [19].

Nosso préximo passo, sera resolver dols exemplos especificos;
a particula livre e a Lagrangeana quadratica. ([19]

1) Par£icu1a livre;

Neste caso, V(q) = 0, o que implica em

' | N
K(x,t;x*,0) = lm ...]m dxl"'de-l kE]
-0 -

2

N
a‘q
- .
b=

exp g (%, ~x )

3
b k k-1

(Al.14)

Usando o resultado conhecido de Integrals Gaussianas,
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n{a+b

o ab 2
/[ 2 Y- [ - - (x-y)
[ du E e-a(x—u) E é-b(u y) - "TEE;T e atbh . (AL.15)

-

. temos, por exemplo,

2 im : ' 12
s |ax eahe(x2 * 2“b(x ™ ) M 2ht285 %)
2nihe 1 ET**T

(AL.16)

Efetuando a integral em X 'e assim sucesslv'amente-até.xN & simples

) 3
mostrar que

2

' n in (x-x ) ' o
Kix,t;x',0) '-'m . A. ) .FAI-IT)

11) Lagrangeana quadréitica;
- Consideremos um sigtema qua dinlAmica seja reglda por uma
lagrangeana da forma '

L= % mxe + blt)xx - % c(t)x? - elt)x . . (AIL.18)

Queremos computar o PYQPaSEGOF quantlco deste sistema através da
‘integral funcional : : - : o

X
Kix, t;x',0) = I_nx(tr)'exp %_S[x(t')l . (AI.19)

X

Para tal, vamos fazer uma mudanca de varlaéeis
y(t') & x(t") - x(t') . (AL.20)

onde x(t') & a soluglo da equagho de Euler-Lagrange de (Al.18):

mx + (c+h)X + ¢ = 0 . ) (A].21)
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Substitulndo (AI.20) em § = I Ldt, .1ntegrand9-,pogg-pgrtgs e usando

(AI.21), tem-sé:

1/h S(x, %’

KGx, £5%°,0) = e oy, | (A.22)

onde S(x,x',t) & a acfio #0 longo da trajetéria cléssica k(L) e

0 1&[{%?-%En)ykt
Git)s| pyt'y e 99 - i Smetd ., (A1.23)
g _
¢ uma integral sobre trajetérlag y(t') tals que y(t) = yIO} ﬁ 0, Esta
integral funcional pode ser resdléidihgﬁ-sua'Yersgg‘dgggrggizéda'como
veremos no.que segue. :
Com o auxilio de (AI.11) a (AI,23) s@_{ggggﬂ%ggjﬁ?gg;_ j\_

( R | , YWz W s éfgmﬁ'h
G(t) = 1% I Jh .d [ ] { '
N+ Y- On-1lzaine)] PR JE [VJ VJ i’ By 1YJ ~ifs
g+0 T , _
Ne=t - ' : : e i £¢{;§ﬁ§y.*}w ' o
: R S . {Al.24)
onde EJ - E(tJ_ll, Definindo antﬁé q'vgténg ”
"1
n= | 7w ik (AL, 25)
YN-1
:_“..'-‘.s SHNE ] SV e

e a matriz

-

s e

LU B e e

fowderr el o um
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1.
2 -1 0 cl; | o
-1 -2 -1
n . _!_E
o= fﬁi 1] -1 2 + h N
-l 0 ON-y
-1 _2J . 0 _ :
pode-se escrevef-(AI.Zi]'coﬁq
: : N/2
N=«1 T
G(t) = lim (fil—q d nexp-n o7 . (AI.27)
: "N+ llh : _
e-»0

Ne=t
A matriz o ‘po&é'\sef .aiégon#iizédé’ éffﬁﬁéé de'ﬁﬁ;;':ikggéfb;mhgabf dé
similaridade

c .= U*on U : | (AI.28)

onde U & tal que U'U = I ‘SeJa e Un'; entao.'

P | .- g g e N=1 (N-l)/Z _
[ e e™Ma [V lge T P v/ , (A1.29)

-ﬂmg-’“ Vdet o

"desde que: det ¢ 0, N
Substituindo (AI.29) em (AI 27) obtém-se

1/2

R -
G(t) = 1m [ sl (AL.30)
| [ 2n1| [21!:;;]" Vot o '
e*O oaeL @

" Ne=t

e O NOossoc problena.passa a ser o cédlcyle de

™o



N- 1
£(t) = 1im [21h°] ] . (AL.31)

N-+w
€=0

que, por sua vez, nos obriga a efetuar ¢ seguinte determinante:

('r 1 i \
-1 2 )
N-1 2
-[Zihe] deto = det/ ' - £ !
m . m
. 2-1 0 Sy,
o -1 2 - 1]
= det o , ® Py, o (AI.32)

Usande a expresséo de ;J*l em menores pode-se mostrar que

2
. €
P = 25

/m e p° 2 1, Reescrevendo (Al.33) como

EJ+1]pJ “Pjy ¢ J=1,... N2 . (AI.Q;}

onde P, = Z—ezcl

Pyer?Py*Pyy  CyuPy
a m .

) ' : (Al.34)
c- .

e definindo ¢(t) = ¢ pJ, vemos facllmente que quando € < 0 esta equacHo
de diferencas finitas transforma-se em ' '

() _ _ e

(AL.35)

dtz | m
com condigdes Iniclals que podem ser obtidaq através de
9(0) =ep_ +0 , | . (AL.36)
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o 2 '
PPy e-c
gﬂ_ 'ﬂ[lgol‘z"nl"-l*l . (AI.37)
t=0 _

Consequentemente, a funglo f(t) definida em (AI.31} ¢ solucgio

dg
a%f(t) | ~
m + c(t)f(t) = Q . {Al.38)
2
dt .
df (0) _
com f(0) = Q e at = 1 e, finalmente, podemos escrever o propagador
- (A1.22) como
Kix, tix',0) = Voeloos exp L S0x,x 1) . (AL.39)

No caso particular de um oscllador harménico, c(t) = o’ e,

portanto, f(t) & tal que
2

df ., 2 =0 , (AL 40)

dt2

com as condigdes iniclais de (AL.38), o que nos leva a

f(t) = 52 . | | (AI.41)

A representagio do elemento de matriz <xjexp - 1 2£Ix'> por
uma integral funcional (AI.13) pode ser também usada para o operador
- densidade, p{x,x’,B), do sistema em equilibrio, Como sabemos,

Xlplx’> = <xle'BHIx'> . : (AI.42)

© © que nos permite visualizar o elemento de matriz do operador densidade
- como sendo o propagador do mesmo sistema para tempos complexos, ou seja,

t = -18h . (AI.43)
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Usando, entfio, a eq. AI.13 e efetuando a mudanga de variavels (AI.43)

tem-se
%
plx,x*;B) = I Dx(t) exp - % SE[x(t)] , (A1.44)
x.
onde
8
S [x(7)] = {% w2 (1) + V(x(t))}dt . (AI.45)
0

é a chamada "aglio Euclideana" do sistema.
Finalmente, devemos enfatizar que ambas as representagdes
podem ser generallzadas nas formas (AI.13) e (Al.44,45) para um namero

arbitrario de componentes e/ou dimensdes do sistema.
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APENDICE 1I

Ao longo do capitulo 3 do nosso curso mostramos que © operador
densidade reduzido de uma particula em um determinado instante t pode
ser escrito como em (3b.8) com J(x,y,t;x',y',0) dade por (3b.31}, no
caso especifico do banho de osciladores. Conforme mencicnamos
anteriormente, estamos Interessados em deduzir uma equag8o diferencial
para S(x.y.t] no limlite classico, ou seja, quando a expressdo para
Jix,y, t;x',y",0) reduz-ée aquela dada por (3b.33). Para tal, devemos
escrever a evoluglo de S(x.y,t) a0 longo de um intervalo de tempo
infinitesimal,

plx,y,t+g) = J;x'dy' Jix,y, t+e; %", y', thp(x' .y’ t) (AIl.1)

ocnde a fun¢édo J(x,y,t,t+e;x’,y",t) pode ser aproximada por

t+e .
J(x,y,t+e;x" ,y" ,t) = 1 exp - i fix,y,x",y’ Jexp i 1 Miz—v (x)|at’
r ¥ ] [ * Az h in [ h 3 o
t+e t+e t+e
-J [% MQZ-vo(y)]dt'+J .Mr(xi-yildt'} exp - 22T I (x-y)2dt’
t t . e Jy

(AIl.2)

onde A é uma constante de normalizagdo. Em (AII.2) usamos o fato que
qualquer caminho regular num intervalo de témpo infinitesimal pode ser
aproximado por uma linha reta e, portanto, a integral funcional sobre
caminhos em um intervalo de tempo curto devg ser igual ao integrando

multiplicado por uma constante de normalizagio. 7 '
As integrais em (All.2) serdc aproximadas, quando £ + O, com o

auxilio de

t+e . :
x = ?— ys X o J Flx(t'))dt’ = ef["""'] , (AII.3)

2
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onde x & x{t+c), y ® y(t+e), x' & x(t) e y’ & y(t). Desta forma temos

? a8,dp 1M° Y 8 1Mg2
S(xytﬂ:):: ' 1 zexp 1-1__03,_-.._‘.1_ -_......g.
P A2 ' 2ch h 2 2ch

ev 8 8 8, 8
of, _ "2 . M 1 My M, - 21
M LA B { E‘]Bz”h ( ]'31 [ T3 ]'31

B
Y 1M1[y _ Z]BZ . MakTe 1,2 2M1kTe

— 5= {(x-y)(B,-B,)
h 2 hZ h 172
. MakT - - .
2 (Bl Bz } (x Byry Bz.t) ' : (AII.4)

onde Bl B x-x' e 82 = y-y',

Agora, devemos efetuar a Integral (AII.4) quando £ = 0. Neste
limite, vemos que o primeire e terceiro termos do integrando oscilam
rapidamente e, portanto, a contribuicdio principal para a Integral ¢
proveniente de regifes onde 81 & BZ = (ch/MII/Z. Entdo, definindc novas
variaveis Bi & Bl - y{X-yle e Bé B 82 + y(x~y)e e expandindo todos os
termos do 1ptegrando (exceto, € claro, o primelro e o terceiro) em B;.
ﬁé e g até 0(e) temos

‘2 Mﬂ'z

~ dg:dB MB ~
~ 3p 1772 it N I - £ _8p
plx,y, t)+e 3t = [J Az exp h T exp f *ﬁgm[p(x,y,t) B 31

-0
- % 8., - éétx— Jye + éé(x— Yae + 3 QEE B'z 2 # . B.
ay P2 7 Bx \XTYIVE ¥ pylxYIIE Y 3 a2 1 axay 12

2

o) E ‘2 le ~ ie ~ ZMkTre

! 2
f2,2 By ~ g Vo v = Y ylp - ——p==lxy) Fq (AIL.5)

As lIntegrals sdo extendidas de -w a +w porque sabemos gque sua

contribuicgdo principal provém das regldes Bl & Bz & (eh/M)l/z. Efetuando

as Integrals temos que:

a) O termo independente de ¢ nos da a constante de normalizagio;
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A2 = 2neh/M
b) O termo proporcicnal a £ nos fornece a equagdo desejada

2.\. 2~ . ~ . .
ap h 8% h 8% --[89 ap|
- 2 90 ., - ylx-y)ls= = 52| +
at ML g2 M 2 ax 9y
IV ()-V_ ()] . |
P Bl LIV ~ (AIL.6)

g3 | B2



APENDICE I1I

Nosso objetlvo neste apéndice & resolver o  problema do
tunelamento de uma particula situada, lnlcialmente. em um minimo
metaestdvel de um dado potencial, via Integrals funcionais.

Suponha que uma particula de massa m encontra-se no entorno do
minimo local (q = 0) do potencial da figura abaixo. Sua hamiltoniana &

‘v(q)_

1
A

Fig. Al: O potencial V{(q) = qz-—)uq3

dada pela expressfo usual

2
H= gﬁ + Vigq) . (AIII.1)

onde V(q)} pode, por exemplo, ser aproximado por uma fungio da forma
qz - q3_

Para que possamos calcular a taxa de tunelamento desta
particula vamos elaborar um método que nos possibilite computar a parte
imaginaria da energia do estado quantico da particula no pogo

metaesgtidvel, poly desta forma

-1 (E_+iE. ) t/h
wild.tha e R : | (AII1.2)
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o que lmplica em (EI < 0)

v (q.tipig,t)a e , (AIII. D)

e, portanto,

2| ImE|

r-= (AIII.4)

¢ a taxa de tunelamento que gqueremos computar,
O ponto de partida para a obtengéo de ImE é a expressio para o
operador densidade da particula a temperatura (kB) (ver (AI.42-45})

~gH _ -S.[ql/h
pix,y,B) = <xle " |y> ='I Dg e . (AILI.5)
que ho caso de x = y = (0 assume é forma
-8H -S.[ql/h
p(0,0,8) = <x=0]e ly=0> = | Dq e ; (AII1.6)
0

nosso segundo passo, sera encontrar outra representagido para p(x;y.B)
que relaclone a resolugiio da integral funclonal em (AIII.6) com o
calculo de T em (AIII.4}. Para tal, vamos imaginar que o potenclal da
fig. (A1) seja funglio de um cerio parametro £ de tal forma que quando
>0,V (q) seja um potencial com um Unico minimo (absoluto) e que ao
variarmos € o potencial seja deformade contlnuamente, Vamos supor, alnda
mais, que quando & assume valores negatlvos, o minimo absoluto que.

mencionamos aclma transforme-se no minime relativo da fig. (Al). Desta

forma, quando € > 0, podemos escrever

_BE(e]

(g) © _
N P A e O TR (AITT.7)

P (x.y.B) = <xje
€ n=0 n

e, w("l s 1 na passagem do 22

onde usamos a relaglo de completeza } ]w n

n
para o 32 termo. Temos entdo, com ¢ auxilio de (AIll.6)
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{e)

-=5 (q] -BE

Ionq e NE = T wa“”(ml n . (ALT1.8)
0

n=0

8

A expressdo (AIII.8) pode ser muito tll se desejarmos estimar
a energia do estado fundamental do slétema (ainda para & > 0}. Basta que
tomemos B *+ w» (T + 0), pols neste caso o termo dominante na soma em

(A111.8) corresponde a n = 0 e, portanta,

"S(e}[ ] (E) -BEéQ) :
lim Fm e = ¥, (q)l , (AIT1.9}
Brw

{g)

fazendo com que a determinacldo de Eo se reduza a resoluglo de uma
integral funcional, onde, em geral, usamos a aproximagdo de fase
estacionaria (limite semi-classico),

A expressdo (AIII.9) é bem plausivel quando € > 0. Entretanto,
nosso problema & que quereﬁos usé—1a quando £ <0 e nesta regido do
espaco de parametros sua obtengio nic é plenamente justificdvel. A saida
para este iﬁpasse ¢ fazer um prolongamente analitico da integral em
(AITI.9) para valores negativos de €. Assim sendo, além de proceder de
uma forma matematicamente aceitavel, obteremos espontaneamente a parte

imaginaria de E( 2

como dese jamos,

De agora em diante iremos resolver a integral funcional em
(AII1.9) pelo método de fase estaclonaria assumindo ¢ < 0 (para
simplificar a notagdo vamos omltir o parimetrg € em nossas expressdes) e
o8 detalhes referentes ao prolongamento analitico acima mencionado sé
serdo abordades no momento oportuno. Obviamernte, o método de fase
estaclonaria € uma boa aproximaglio a medida que possamos operar no
limite h » 0, ou seja, quandc a agdo relevante para o nosso problema for
bem malor que h. |

Vamos comegar expandindo a agdo euclideana SE[q] no entorno da
solugéo qc{t) da equacioc

86



85

8q

= —miic +Vig)=0 _ (AII1.10)

9

onde qc(Dl = qC(t) =0 (t + @w). Temos, entdo

T .T

| | | 8%5e
Sglal = sE!q:Cl t 3 I [ de’ dt 5q(1 )aq(r ) a3 TEET““T ,
(AIIL:11}
onde T ® hf ¢
5%s1q] I . ) ( |
T V5aTT) = -m s S(T'-T +V“(q )al{z' -t") , Alll.12
3qlz aq_t q .. dt 4 _ |

e 8q(t’) = q(t’}-ﬁcft'); o qﬁé‘ihPIICa'dm Sq(t) = 3q(Q) = 0. Com 'esta
condiclo-de contorno, podemos ‘expandir as variagdes 3qlr')} num conjunto
ortonormal de fungdes {qﬁttﬁl}-qUe se anulam nos mesmos pontes. Entio,

3qi{t') = Ewch-qn(wﬁ1if-com’PQEIO)'-'qn(t] =0 e

n TR
an(t') q, (v )dv' 1=c8 R (AITI.13)
Usando a (AIT1.13) e (AIII.12) .9;'1‘_,(4;1'._1.-11)' £_gm?s-;
S !q(r Jl + SE(C RERFL-TTRTE =SElq i+§ E hncn . - (AIIT.14)

L n‘Q

Y T
b

Portanto, usando a expansﬁo (Alliéfﬁfiﬁaﬁéﬁbs‘rédﬁzlr hossa 1ntegraq&o '
funcional "em (AI11.9) ‘numa’ lntegréI dlﬁcrbta no - conjunto {c | da

BT Dili; ¥

seguinte forma
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SE SE J Ancn
IZDq exp - ﬁ_lq] R oexp - ﬁ-[qcl ﬁr[..zjdco...dcn...exp -E T '
' (AI11.15)

onde, agora, as varlagbes, &q, dos caminhos q(z') foram substituidas por
variacbes dos parémetros {cn}. Na expresséo (AIIL.15)}, J & o Jacobiano
da transformacéo g(t’) » {cn} e ¥ ¢ o )a conhecido fator de normallzagéo
de integrals funcionals. Efetuando a (AIIl.15) temos

0 S s 172
I Bq exp - EE[ql R exp - EE[qc] %ﬂ [%—‘P-]
0 n n
1 1 Ve Sg
il 5 - exp - ﬁ—[qc] , (AIII.16)
R idet{-ma +V*(q )] '

cnde NR = N1 T V2nh e T An &, obviamente, o determinante do operador
BZSE/Sq(t’ N:iq("t'_"r)'llq . ApZSar de compacta e elegante a expressdo
(AIII.16) deve ser_guidadosamente analisada antes de tentarmos aplicd-la
nos casos de interesse. No que segue, faremos esta andlise em etapas,
Primeiramente, vamos Iinvestigar com mals detalhes a solugio
qc(t') de (AIII.10). Podemos constatar trivialmente que esta & a equagio
de uma particula classica sujeita a um potenclal -V(g) e sujeita a
condigdo de contorno qCIO] = qc("t_’) = 0 no limite T » « (ver figura a
seguir), O leitor poderd facllmente convencer~s¢ de que existem dois
tipos de solugdes de (AII1.10) satisfazendoe a condigdo de contorne
apropriada. A primeira delas é a splugde trivial 4, # 0, ou seja, 8
"particula" permancce todo o tempo no topo'-. de -V(q} em q =0,
Entretanto, a substituigio de qc ® 0 em (AIll.16) nos permitiria apenas
estimar {alravés de (AIIl.9)} a energip de ponto zero no funde dg pego
da fig. Al. O segundo tipo de solugdo descreve uma partigula que deixa o
topo de -V(q} com "energia" nula, viaja atg¢ o ponto & en T » ; (fig, A2)
€ relorna para g = Q0 en 7 » . E ¢claro que ¢ tempo de ida e v;}ltﬁ de ﬁ 6
bem mepor que q' tempe que a particula permanece' no entdrno-q_e qsQ, L(_Jmé
particularidade desta salugdo & que devldo & invariancia pdf il*anélaqﬁo
temporal de¢ (A1I1.10) podemos escolher a origem dos "tempos” no po_ntp T
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A Vi)

al

Fig. A2: O potenclal invertido

e, potrtanto, trabalhar no Intervalo (+w,-w}. Depols de transladar a
origem dos "tempos" podemos ainda conclulr que qc(t') é simétrica devido
a invaridncia de (AIII.1Q) com respeito 4 Ilnversdoc temporal. A forma de
qc(t’) estad esbogada na'flg. A3, De agora em diante 1lremos nos referir a
este tipo de solugio come a "bounce”.

T qc('!:)

Fig. A3: A solugéo qo(tl
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Devido & ‘"bounce" ser uma solugdo gque passa um enorme
intervalo de tempo em q = 0 ¢ a excursio a q ser muito rapida, podemos
concluir que N "bouncés" suficientemente afastadas também formam uma
solucdo de (Alll.10). Entdoc, se estamos interessados em cémputar a acgdo
SEIqC], devemos levar em conta a 'posslblll.dade de exlsténcla de uma
infinidade de "bounces" bem afastadas umas das outras (aproximagio do
gas diluido).

A fim de computar a aqdo total, devemos levar em conta trés

pontos fundamentals;

a) Se a aglo devida a apenas uma "bounce" é B, a3 aglo devida a N
“bounces" serd NB, O cdiculo de B & multo simples. Comoc a "bounce"
€ uma soluglo de "energlia” nula temos

1 -2
5 Mg V(qc) =0 ' | (AIII.17)

que nos permite escrever
. 00

SE{qc] ='I 1{; mq +V(q )}d I mq dr’ = B , (AIII.18)

e porianto NB/h sera o expcente de (AIII.16).

b) 0 termo que envolve o determinante da _22 derivada funclional de
SE[qC] pode também ser calculado de forma simples no caso
de N "bounces". Neste caso, como a solugdo qc{t’) é nula exceto
por N rapldas excursdes a q vamos assumir que o fator que

multiplica a exponencial possa ser escrito como

~1/2 2 V2
J",Rl:det,[--mél +V"(q )]] =W“ [det[-uatmw ]} , (AIT1.19)

onde o termo envolvendo o determinante do lado direito ¢ devido a
solugdo q. * 0. (mia ® V' (0)).

c) Flnalmente, como nfio ha restrigéo quanto aos N instantes tl quando
cada uma das excursdes atinge q (desde que estas ndo interfiram
umas com as outrag), devemos Integrar sobre o centro de cada
"bounce" Indlvidual, ou seja |
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/2 ©1 I

. N
-— - -y . T .
lim I dz, [ d‘tz J. dzy, = llmm- . (A111.20)
T+ /2 -/2 | T o
Ve -t/2 L -

Usando as conclusdes que chegamoa_em a), b) e c) acima pedemos escrever

S o ' -1/2 -B/h
[ exp - A e L |
6] N=0 "R & o ) : : _

= %f- [det[wua +m¢ ]] 172 exp[K e'B‘ht] o (AIIL.21)
R | | |

Por outro lade, o termo A’_l (det(-m&zmwz)]-l/z pode ser calculado com o

auxillo da forma expllcita de p(0, 0 B) para o oscilador harménico e

resulta em.*Q. Tt e 3 ,

LT s M2 () 12 o | |
”—[det[-ma +MW ]] = [i*ﬁ] egp T o (AIII.22)
que, levada em (AII1.21), nos da
s 12 | g | ”
Dq exp - ==lq] = (™) = expl- YT + k e ¥y} © (AIIL.23)
0. h rh) - 2 -_

Substituindo (AII1.23) em (AIIT..Q) podemoa estimar E, como

E, = h” - h K exp - —](1 + O(h)} . (AILL.24)
Desta expressdo podemos constatar que 3 'éox"i“eq&o a aproximagio harménica
é exponencialmente pequena. Entrétanto. ‘egta correqao 1ré se tornar
éxtremamente 1mportante por exibir uma partc hlaglnéria como veremos
abaixo, . '

_ A unica colsa que nos resta fazer no mmento é calcular o
fator K. Para isto. vanos estudar a (AIII 16) para ‘uma dnica “bounce".
Iniclalmente, notsmos qus q & um auto ast%dc de -ma% + V" [q ) com ‘auto
valor nulo. A demonstraqéo deste fato g friv!al.. Derivando a equacio

9;:.-_{;



{AII1.10) com relagdo ao "tempo" temos
b " ‘ -~ 2+ TLE, ."' )
-mq_+V [qc]qc = lpﬂtq¢+v (qc]qc =0 ' (AI11.25)

que traduz exatamente o que menclonamos acima, Como o determinante deste
operador aparece no denominador da (AIIl,16), temos, aparentemente, um
problema com a exlsténcia do auto valer nulo. No entanto, veremos como
este problema pode ser contornado, ’ )

Tomemos a funcgéo q, em (AI11.13) como B gQue corresponde ao

auto valor nulo. Neste caso, devido a normalizaclio dos qn's temos

q 172
q, = —m = [E] q , | (AT11.26)
1 n' l m). c . . . ] : - :
9, -

onde usamos a (AIT1.18). A variagdo de qualquer fungfio q(t’) na
"diregio" ql(T') pode ser escrita como
dq

C

3ql(t’) = dc1 qltt ] = P dr . (AIII.27)

Substitulndo a (AIII.26) em (AIII.27) concluimos que

ac 172
! =[B ] dv . (AIT1.28)

V'é';["ﬁ Z2nhm

e pertanto a integracéo en ﬁcl/Vﬁiﬂ nada mals Q queﬁé»infegraqao sobre o
centro de uma unica ‘“bounce". Esta integragiio foi efetuada
explicitamente em (AI11.20) para N = 1. Devemos entfio suprimir o auto
valor zero da célculo do determinante e nult.ipllcar o resultado por
(B/2atm) /2.

Outro problena que syrge na (AIII 16) -] devido a existéncia de
um guto valor negative. Como q_, € uma’ fungSio simétrica, &c é
anti~simétrica e, ~portento, possul um _zero em t' =0, Mas, 9
corresponda ao auto valor nulo e, portanto, existe uma funqio que n&o
possul nenhum zera pnra T ¢t w que &, necessariamente, um auto estado
de auto yglgr negat;vp de {Ail[.lzl. Tomemos a funglo q (') enm
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(AII1.13) como esta auto funcio. Entdo A, <0 em (AIII.15), o que
implica na divergéncia da 1ntegrél em co.naqﬁela“expresséo.

A fim de contornar este nove problema,"vamos retornar a

argumentac&o do prolongamento analitico ;ada nﬂ 1nicio deste apéndice.

Como & Gnica direg%o no espago de funqﬁea quq alnda nes causa problemas

é q, (1}, vamos parametrizar um caminho neata espaco, f (), de tal forma

que f (x) = 0, { (T) = q [t) e ar (t]/BzI = qott] Estudemos. entdo,
a 1ntegral
g (z) o
1w [ 92 oxp - - (AI11.29)
vZWR |

para potenciais da mesma forma que o da fig. A1 Para qualquer valof de
z > 2 [S (z ) = 0) temos que S (z} < 0. Por putro lado, sabemos que
Sp(1) ? B é o méximo da aglo euclideana pols'_st(li/dzz < 0. Entso,
para que a (AIII 29) seja’ efetuada, devemos deformar @ contorno de
integracgdo a fim de segulr o caminho de maior declive de SE(z) no plano

complexo (ver figura abaixo). Como estamos lnteressados apenas na parte

Fig. Ad: O contorno de 1ﬁte§?§§§§

imaginaria de I, podemos aplicar o métsdéfdé ponto de sela para obter

1+1w Ty
S (1) - 82(1)
Im] = J exp ~ (2"1)2 gxp [ -—g—h-—- _dz
1 vonh
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"y "1/2 S (1) -
- Is (1);_ ~ exp f_?Eh : | (AIII.SOJ

0 1ator 1/2 surge devldo ao fato dg 1ntegrarnos apenas metade do plco
'gaussiano Um fato muite mportantq en (AI!I 30) é que Iml depende

apenag. da nqio e de aua segunda dﬂfl?ldl an z=1, ou seja, a aclo da
_“paupog"; Extendnndo Gﬂﬁc reaultndo ;l;n tndo 0 espaqo de fungles temos

e sE[ql -  172 B -
lmIDq exp - = [Zuhm] | Idet’(-na +V"[ ]]l exp - ﬁ'.

(AIII 31)

onde det’ omite o auto_vaiorqnulo _ _
Como {MII 31) foi. calculada parn m \‘mica "bounce" podemos.
com o auxillo de (AIII 19) escrever ' '

e ~1/2 L L
N [det[—m&f+mwz]]i_ ImKe B - Im Ibq exp fE{ql " (ATII,32)
e coﬁsequeﬁﬁémenté

2. 2} 172

det[—m8t+mw ]

)

Substituindo a (AITI,33) em {5111124) podémés, finalmente, computar

(AI1I.33)

' S 172 : 22
2ImE - _ det[—m& +mw-] _ o
[= ——2 = 21nk ¢ N & [ 8 ] = ;Ef..-_ | e
: - L '.;ﬂZEﬁB; det'{Qggttyﬂ[Qc]] : N

(AII.34)

que ceoincide com o Ja conhecido resultado da aproximagdo 'WKB “A
expressfo para I' escrita nesta. forna é multo util 'y teorla de campos no
estudo do decalmento de un vicuo falso (27, 28).
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