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I. Introdução 

No século passado, o botânico Inglês R. Brown observou que 

pequenas partlculas imersas em um fluido viscoso apresentavam um 

movimento extremamente irregular. Quando não havia qualquer força 
• externa aplicada à part1cula, sua velocidade média, <v>, era nula e sua 

•2 varlâncla, <v>, apresentava um valor finito (os valores médios são 

tomados em um ensemble de sistemas identicamente preparados). Este 

fenômeno é, desde então, conhecido como "movimento browniano''. 

A abordagem teórica mais conhecida no tratamento deste tipo de 

movimento é feita através da equação de Langevln, que é escrita como [1] 

~ + ~q + v· (ql • f(tl (1. la) 

onde M é a massa da partlcula, ~ é a constante de dissipação e V(q) é o 

potencial externo ao qual a part1cula está sujeita. f(t) é a chamada 

"força flutuante", que obedece às seguintes relações: 

<f(t)> ~ o e <f(t)f(t' )> = 2~kT ll(t-t') (l.lb) 

Assim como qualquer outra equação fenomenológica, a (l.la) só 

é válida quando sujeita a algumas restrições. A equação de Langevin é 

uma boa descrição do movimento acima mencionado quando 

a massa, H, da particula brownlana é tal que M :t m onde m é a 

massa das moléculas do fluido viscoso e 

estamos interessados no comportamento da particula a tempos 

longos. Neste caso, estamos nos referindo a tempos longos 

com o tempo médio entre as colisões molecu~ares. 

comparados 

Embora tenhamos usado um exemplo clássico para introduzi r a 

idéia do movimento brownlano, existem inúmeros sistemas que serviriam ao 

mesmo propósito. Cabe aqul mencionar um segundo exemplo que será mais 

útil para os nossos objetivos neste curso. Trata-se da dinâmica do fluxo 

do campo magnét )co no interior de um clrCIJlto RLC, que obedece à equação 

de movimento 
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onde <lf(t)> =O e <lf(t)lf(t' )> = ~kT 6(t-t'). Aqui, R, L e C são, 

respectivamente, a resistência, a indutância e a capacitância do 

circuito considerado e lf(t) é a chamada corrente flutuante. 

Em sua grande malorla, muitos destes sistemas apresentam um 

comportamento puramente clássico. No primeiro exemplo, embora a 

partícula brownlana seja extremamente leve (em termos macroscópicos), 

sua massa é ainda multo maior que a das moléculas do fluido viscoso. No 

segundo exemplo, a frequêncla tlplca do circuito, 1/,.i[C, é tal que 

h/kTILe <<< 1 mesmo a temperaturas extremamente baixas. A fim de tornar 

este argumento quantitativo, devemos dizer que os efeitos quântlcos são 

desprezlvels quando 

""'a 
k • T o 

V"(q) 
onde w~ 2 H 0 com V' (q

0
) = 

a partlcula está sujeita. 

(1. 3) 

O e V"(q) >O. V(q) é o potencial ao qual 
o 

Com 

micro-circuitos 

o grande progresso alcançado na fabricação de 

supercondutores, foram criados dispositivos com 

T
0 

:s l°K, uma temperatura facilmente atingida com a atual tecnologia 

dlsponivel em crlogenia. Desta forma, deveriamos esperar a manifestação 

de efeitos quàntlcos nestes clrcultós em condições bem razoáveis. O 

paradigma destes sistemas é o chamado "SQUID'' (superconductlng quantum 

lnterference devlce) (Z] que é um anel supercondutor fechado por um 

contacto fraco, onde o fluxo do campo magnético é descri to por uma 

equação de Langevln sob a açl!.o de um "potencial" U(ljl). Este potencial, 

quando controlado por um campo magnético externo, pode assumir formas 

variadas que são apropriadas para a observação de uma rica variedade de 

efeitos quãntlcos. Nas figuras abaixo, três formas distintas do 

potencial U(ljl) estão Indicadas para diferentes valores do campo externo. 
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U(I/Jl 

" (a l 

U(fll l 

1/J (b) 

. U(QJ l 

fll (c l 
Flg. 1: Três formas posslvels deU(~) 

a) Potencial estável 

b) Putencial metaestável 

c) Potencial blestável 
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Na fig. la a dinâmica de; está restrita à região acessivel no 

llmi te clássico. Neste caso pode-se estudar a estrutura dos nl veis de 

energia deste sistema ou o movimento d' pacotes de onda convenientemente 

pr·eparados. A forma de U(tP} na f!g. lb é apropriada para o estudo do 

decaimento do valor· lnlclal de tP via tunelamento quãntlco, enquanto que 

o tunelamento coerente pode ser investigado no caso 1c. Uma breve 

Introdução aos SQUJDs será felt.a no próximo capitulo, 

Ainda que os parâmet.ros do sistema considerado sejam t.ais que 

o tornem um forte CEindldato a exibir efeitos quântlcos, três pontos 

fundamentais merecem atenção especial no momento. 

PrlmelramentP-, devemos notar que, em multas casos, as 

val'lávels dtnâmlcas em questão são variáveis macroscópicas, ou seja, são 

originárias de um efeito que envolve um número macroscopicamente grande 

de partículas. Assim sendo, qual seria o significado fislco desta 

"quantização macroscópica"? No caso particular do SQUID, sabemos que 

~ = fA·ctl ao longo do circuito supercondutor. Portanto, a resposta 

neste caso seria que a variável que estamos quantizando é, na verdade, o 

campo eletromagnético sujei to às condições de contorno impostas pela 

fisica de niaterlals supercondutores e de contatos fracos. A 

interpretação em outros casos não é tão simples. Apesar desta ser uma 

questão de importância fundamental, não estaremos interessados em 

aboidá-la neste curso. Consequentemente, iremos assumir a quantlzação 

destes sistemas dinâmicos como possivel "a priori". 

o segundo problema, diz respeito à quantlzação de sistemas não 

isolados. Equações do tipo (!.I) apresentam um termo dissipatlvo da 

forma lJQ e uma força flutuante f(t). Por outro lado, sabemos que não 

existe uma hamlltoniana, H(p,q), cujas equações de Hamilton reproduzam 

(1.1). Desta forma, ficamos !.mposslbllltados de aplicar a formulação 

usual da quantização canônica para este tipo de sistema. A questão 

pertinente é, então: como podemos conciliar o processo de quantlzação 

usual com equações de movimento dlssipativas? 

f'lnalmente,-se formos capazes de responder a questão anterior, 

qual será a Influência dos termos disslpatlvo e flutuante nos diversos 

efeitos qnânttcos que exemp11f1camos acima? Será possível descrevê--la 

úllli-i-1 (~ o•xi I11Hlva01enle em função de constantes fenomenológicas (como, 
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por exemplo, ~)? 

Slo, 

concentraremos 

exatamente. 

todos os 

nestes 

nossos 

dois últimos problemas que 

esforços durante este curso. 

Inicialmente, tentaremos encontrar um sistema qulntlco cujo limite 

clássico reproduza equações de movimento do tipo da equação de Langevin. 

Posteriormente, resolveremos o probleu qulntlco no caso de interesse. 

Porém, antes de entrar nos detalhes especlflcos destes problemas, 

faremos um breve resumo de coao deveremos atingir nossos objetivos. 

O problema da quantização de sistemas dissipativos vem sendo 

tratado Jã há algum tempo dentro de dois enfoques bem distintos. O 

primeiro deles envolve a tentativa de modificação do esquema de 

quantização canônico [3-7] a fim de podermos quantizar sistemas fisicos 

não hamll tonlanos. A~sar da grande aalorla destes métodos ser de 

extrema criatividade matemática. sempre acabam por apresentar alguns 

pontos bem obscuros no que diz respeito a certos principios fisicos. O 

segundo enfoque mantém a quantlzação canônica lnal terada mas muda o 

sistema. Esta abordagem baseia-se no fato dos sistemas dissipativos não 

serem isolados. Assim sendo, considera-se explicitamente o acoplamento 

do sistema de interesse a um reservatório, para então quantizar o 

sistema composto dentro do esquema usual. Posteriormente, elimina-se as 

variáveis do reservatório e estuda-se a dinâmica efetiva do sistema de 

interesse. Este método foi proposto originalmente por Sen1tzky [8] no 

estudo da relaxação de modos normais do campo eletromagnético dentro de 

uma cavidade. 

Neste trabalho, adotaremos o segundo método. Estudaremos o 

sistema composto descrito pela seguinte hamiltoniana 

onde ~· H1 e H5 representam as hamiltonlanas do reservatório (R), 

interação (!) e do sistema de interesse (Sl, respectivamente. Assim, 

podemos (pelo menos em principio) computar o operador densidade do 

sistema composto através de 

p( t ) [ 
iHt)" ~ exp - ~ p(O) [

iHt) exp h ( 1. 5) 
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Como estamos interessados em operadores referentes apenas ao Sistema S, . 
o= O(p,q), temos 

... ... ... ... 
<O(p,q)> = trRS(p(t)O) • tr

5
([trR p(t)]O) = tr5 (p(t)0) (I. 6) 

onde trR(tr
5

) representa o traço parcial com respeito a R(S) e 

p(t) • trH plt) (1.7) 

C., &cvc_ · ~ !" )},},: . ,vo 

operador densidade reduzido do sistema de interesse. Nosso problema é o 

será, então, escolher ~ e n
1 

convenientemente, de tal forma que P(t) 

reproduza, no limite clássico, todos os resultados esperados da teoria 

clássica do movimento browniano [9). 

Uma vez que tenhamos atingido esta meta, podemos estudar 

problemas especlficos, tais como: 

i) Movimento de pacotes de onda em meios dissipativos, [9] 

11) Influência da dissipaç!lo no processo de interferência quântica. 

[10] 

11i) Influência da dissipação no decaimento por tunelamento. [11] 

iv) Influência da dissipaçlio no tunelamento coerente. [12] 

v) Movimento browniano em um potencial periódico. [13] 

Neste curso estaremos particularmente interessados em 

problemas do tipo i, ii e iii. A razão desta escolha é dupla; fazer com 

que o curso tenha realmente um caráter introdutório na área e limitação 

de tempo. Os dois últimos problemas silo multo semelhantes entre si no 

que diz respeito à formulação matemática empregada. Recomendo fortemente 

ao leitor a ref. [12] para um minucioso tratamento do problema. 

11. Mov1~nto Brown1ano Cláa•lco 

a) Equação de Fokker-Planck 

No nosso capitulo introdutório, apresentamos a equação de 

movimento de uma particula browniana clássica (eq. (1.1)). Esta equa:çio 

envolve o c:onceJt.o de "força flutuante" que, obviamente, 1ntrodlAZ um 
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caráter probabllistico na variável dinâmica q(tl. Uma maneira simples de 

entender este processo é através da construçlo de um ensemble 

estatist1co de part!culas brownianas Igualmente preparadas e sujei tas 

aos mesmos parâmetros externos. Após decorrido um intervalo de tempo t, 

cada uma das part!culas ocupará diferentes posições devido ao fato de 

terem estado sujeitas a uma força aleatória f(t') no Intervalo 

O < t' < t. Desta forma podemos definir a probabll Idade, P(q, t )dq, da 

particula brownlana estar no intervalo [q,q+dq:) no instante t, o que nos 

permite calcular o valor médio de qualquer função g(q). 

Nosso objetivo nesta seção é o de obter uma equação que 

descreva a evolução de P(q, t) no caso do movimento brownlano. Porém, 

antes de especializar esta seção para o problema de Interesse Imediato, 

vamos introduzir alguns conceitos úteis da teoria dos processos 

estocást!cos [14, 15] (processos cujos valores das variáveis envolvidas 

só podem .ser determinados pelo resultado da experiência). 

Seja y(t) uma variável que possa assllllir qualquer valor na 

intervalo -m < y < w em um dado instante t. A densidade de probabilidade 

da variável y(t) assumir o valor y
1 

no Instante t
1 

é escrita como 

P1 (y1,t1). Este conceito pode ser generalizado para o caso de n eventos 

através da densidade de probabilidade de y(t) assumir o valor y
1 

em t
1

, 

Yz em .t
2 

e assim sucessivamente até y
0 

em t
0

, que é descrita por 

(2a.ll 

Outra caracteristica de P é que ao ser integrada com respeito a uma de 
n 

suas variáveis, reduz-se à função P 
1

: n-

Jdy p (y ,t ; ... ;yl,tl) = p t 1Y l't' l; ... ;yl,tl) n n n n n- n- -n- (2a.2) 

e o momento da variável aleatória y(t) nos instantes t
1

, ... , t
0 

é dado 

por 

(2a.J) 
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O processo é dito estacionário se 

o que implica em 

p2(y2,t2-tl;yi,O). 

= 

(2a.4) 

e = 

Outro conceito Importante é o da probabllldade condicional. 

Aqui definimos o conceito da densidade de probabllidade çta variável y(t) 

assumir o valor y2 no instante t 2 dado que no instante t 1 seu valor era 

y
1 

como 

(2a.5) 

Integrando a equaçlo acima com respeito a y
1 

e usando (2a.2) temos 

(2a.6) 

que, então, integrada com respeito a y2 nos dá a normalização da 

densidade de probabilidade condicional 

(2a. 7) 

A generalização do conceito de probabilidade condicional dá-se 

através da função 

pk+t 1Yk+t' tk+t; ... ;y,. t,) 
• pk(yk,tk; ... ;y,.t,) 

(2a.8) 

que representa a densidade de probabilidade de y(t) assumir os valores 

yk+l'' .. ,yk~l nos instantes tk+l' ... ,tk+l dado que oe valores assumidos 

em t 1, ... , tk foram y1, ... ,yk. 

ne posse das funções definidas acima podemos introduzir dois 
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tipos de processos estocásticos particularmente importantes em fisica. O 

primeiro é o chamado ·processo independente onde 

n 
Pn(yn,tn; ... ;y2,tll = n pl(yl,tll 

1=1 
(2a.9) 

e portanto não existe nenhuma correlação entre os valores de y(t) em t. 1 
e ti+l' O segundo~ o processo Harkovlano onde 

o que significa que o valor y0 só está correlacionado com 

totalmente independente dos demais. 

Em um processo Harkoviano podemos escrever 

(2a.10) 

y 1 e é n-

= ptt(y3,t31yz,tzlPtt(y2,tz1Yt'tl)Pt(yt,tl) 
(2a. tt l 

que integrada em y2 resulta em 

Com o auxilio de (2a.S) esta reduz-se à equação de Chapman-Kolmogorov 

(2a.,t3) 

A equação que estamos querendo- encontrar para P(y, t) será 

deduzida no que segue. Nosso ponto de partida é a Integração de (2a.13) 

com relação a y 1 que reproduz a equação (2a.6) que, por sua vez, pode 

ser reescrita como (P1 • P) 

f 
Ply,l+tl (2a.l4) 

J --:~ 
'h- t7.. 

tt 



Usando que 

8P(y,t) 
5 

IIm ~~r,t+T)-P(y,t) 
at .. T•O 

podemos. com o aux!llo de (2a.14), escrever 

8P(y,tl 
-at ...... =11m i Idy'(P11 1y,t+Tiy',tJ-P

11
(y,tly',tllPiy',tl. 

T•O 

(2a.15l 

(2a.l6) 

Mas, expandindo P11 (y,t+Tiy' ,t) até ti ordem em T e mantendo a 

normalização (2a.7) até. esta _.s .. ordem, ·devemos ter 

plt (y, t+TJy', t) 
a(y-y' J+ .. wt_íy,.y' 1 

" 
I+T Jwt(y,y' )dy 

+TWt(y,y') 

onde usamos que P11 1ytly't) • 6(y-y' l 

Substituindo (2a.!7) em (2a.!6) temos 

8P(y,t) 
at 

"a(y-y' llt-.. Jwt(y",y' ldy"J + 

(2a.17l 

(2a.18) 

que é uma das equações mais importantes na teorl' de processos 

estocástlcos ("master equatlon••) ._ Podemos. ainda, escrever esta equação 

de -uma forma mais ~proprl~da ao_~ nossos propósitos· através da seguinte 

mudança de variáveis; definindo ~ • y-y' e 

. -·-· 

~' •. (2a.19l 

temos 
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(2a.20) 

Expandindo W(E;y-El e P(y-E,t) no entorno de y-E = y temos, finalmente, 

BP(y,t) 
Bt = 

onde 

.. 
I: 

n=l 

(-l)n Bn 
--1- -·-!« (y)P(y,t)J 

n. ay" n 
(2a.21) 

(2a.221 

~ 

Caso tenhamos uma variável multidimensional, y(t), a equação (2a.21 l 

~ N pode ser generalizada por (y e R ) 

I N 82 [ ] + -2 I: 8 8 "'iJ(y)P(y, ti + .... (2a.23l 
iJ yi y J 

onde 

etc. (2a.24l 

A seguir, iremos particularizar as equações (2a.21) e (2a.23) 

para dois casos especificas do movimento brownlano. 

Exemplos: 

i) Particula Brownlana Livre 

onde 

Neste caso, a equação de movimento é dada por 
:'' o 

M dv + ~v = f(t) 
dt 
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<f(t)> ; o <f(t)f(t' )> ; 2D ll(t-t') 

e 

D ;;; lJkT 

Esta equação, quando Integrada em um intervalo de tempo õt, nos dá 

t+At t 

.,v tJ r Av ; -H! At + ~ d~ f(~) 

t 

' 
que com os valores de <f(t)> e <f(t)f(t' )> introduzidos acima nos 

permite calcular 

"'t !I llm <âv> _lJV 
At 

; 

At•O H 

t+At 

11m <(Avl 2> 11m [fJ df;d;\,20 8(~-;\,)] "'2 
;;; ; ; 

At•O At At•O t 

e a = O, se n ~ 3. Assim, tem-se 
n 

BP(v,tl 11 a =---[v P(v,tl] + Bt H Bv 
82 

D z P[v,tl 
Bv 

11) Particula Browniana sujeita a um potencial V(q) 

2D 
H2 

(2a.25) 

Aqui, a equação de movimento pode ser considerada como um 

sistema de equações para a coordenada q e o momentwa p da particula 

brownlana, 

{:~ ; G 
~;- _Hllp-V' (ql+f(t). 
at. 
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Integrando estas equações em ât e procedendo como no caso 

anterior, podemos considerar este problema como o de uma variável 
~ 

estocástlca bldimenslonal y s (q,p) e calcular 

"t = llm 
<llq> = p 

llt~o 
At M 

"z = llm <llp> = - a p - v· (q) 
llt~o 

6t 

"u = llm 
<(llq)2> 

= o 
~~t~o 

llt 

"t2 c « = llm <llqllp> = o 21 
At~o 

At 

"22 • 11m 
<(Ap)2> • 20 

llt~o 
At 

e todos os demais «'s são nulos. Usando, então, a generalização (2a.23} 

tem-se 

aP= a 1 l a 
at -aq pP + ap 

onde P = P(q,p,t). 

(2a.26) 

Os exemplos aqui mencionados resultam nas equações (2a.25) e 

(2a.26) que são conhecidas na literatura por 11 equação de Fokker-Planck11
, 

A forma geral desta equação é a expressao (2a. 23) quando os momentos 

além dos de 2ª ordem são todos nulos. Estas equações [(2a.26) em 

particular] serão nosso ponto de comparação com as expressões quântlcas 

' a serem desenvolvidas ao longo deste trabalhº. 

b) Exemplo de Interesse 

Nesta seção iremo!i deduzir a equação que rege a dinâmica do 

fluxo do campo eletromagnético no interior de um SQUJD. Este dispositivo 

consiste em um anel supercondutor fechado por um contato fraco. Este 
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contato fraco pode ser um contato Pontual ou até mesmo uma junção 

composta por um material não supercondutor. Na figura abáixo, 

esquematizamos o exemplo de um contato pontual. 

/ 
Um fato bem conhecido da teoria da supercondutividade é que o 

condensado formado pelos pares de Cooper pode ser descri to por uma 

função de onda macroscópica dada por (16) 

(2b.1) 

• • onde p(r) é a densidade de pares de Cooper e 9(r) a fase da função de 

onda. A densidade de corrente de matéria, Jp' é dada pela fórmula 

que nos permite calcular a densidade de 

que mp = 2m (m = massa do elétron) 

elétron). Temos, então, 

(2b.2) 

supercorrente, j , ao lembrarmos 
s 

e que J = 2eJ (e = carga do s p . 

J he •~ ~ • eh ~ ~ ~ 
·S = 2mi (~ V~-~V~ ) = m p(r)V9(r) (2b.3) 

A fim de podermos estudar o caso mals geral do SQUID sujeito a 
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um campo externo H , devemos modificar ligeiramente a expressão (2b.3). 
X 

A substituição usual encontrada nos textos de •ecãnica quãntica vem de 

fazermos 

p • p - ZeA (2b.4) 

na equação equivalente a (2b.3) que é a (2b.2). Desta forma, na presença 

de um potencial vetor A, a equação (2b.3) se transforma em 

(2b.5) 

onde J.. 
"'o 

h • 
• Ze é o quantum de fluxo do campo eletromagnético e p(r) = p. 

A Integral de Unha de l
8 

ao longo do contorno mostrado na 

flg. 2, que é dada por 

efl 21l 
- --p m ~ o 

(2b.6) 

nos permite calcular a lei da quantlzação do fluxo no Interior do SQUID 

como veremos abaixo. 

Escolhendo o contorn9 r bem no interior do anel, podemos 

desprezar o lado ·esquerdo de (2b.6), pois J
5 

=O no Interior de um 

material supercondutor. Assim sendo, 

(2b.7) 

A integral do potencial vetor, Ã, pode ser aproximada por 

(2b.8) 

que é o fluxo total no interior do anel. Usando agora o fato de que 
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(Zb.9) 

e que e é uma fase (portanto, definida a menos de um múltiplo de 2n), 

temos 

J V8·dl = Znn + à8 
r 

(Zb.lO) 

onde âe = a
2

- e
1

. Consequentemente. podemos reescrever (2b.7) como 

~o 
~ +­Zn 

(2b.ll) 

que é a condição de quantlzação do fluxo no interior do SQUID. Convém 

notar que no caso de um anel ·uniforme, AB = O, o que implica no 

resultado já conhecido ~ = n~0 • 

Vamos agor~ analisar o comportamento do fluxo no interior do 

SQUID. Como já é bem conhecido da teoria elementar da eletrodinâmica, o 

fluxo total pode ser escrito como 

~=~+LI 
X 

(2b.12'Í 

onde ~ é o fluxo devido a H , L a auto indutância do circuito e i a 
X X 

corrente total que circula no SQUID. A corr~nte tOtal,'" ·-por sua vez, é 

composta de três termos: 

1) Corrente Josephson: esta componente é devida ao tunelamento de pares 

através do contato e sua expressão é dada por [16l 

is = i
0 

sin à8 (Zb.13) 

onde i é a corrente critica. 
o 

i i) Corrente Normal: a componente normal é oriunda do modelo de dois 

fluidos, constltuido por pares de Cooper e elétrons normais, e obedece à 

lei de Ohm 
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(2b. 14) 

onde V é a diferença de potencial Induzida e R a resistência do contato 

em sua fase nor•al. 

111) Corrente de Polarização: esta componente é devida ao valor finito 

da capacltâncla do contato e é dada por 

1 = cV (2b. 15) 
c 

onde C é a capacltâncla acima mencionada. 

Assumindo que a corrente total seja dada pela soma destas três 

partes temos: 

1 = 1
0 

sln 49 + ~ + cV (2b.16) 

Substituindo (2b.16) em (2b.12), usando (2b.l1) e o fato de 

que V • -~. podemos escrever 

4> -; 
X 

-L- • 1 
o 

(2b.17) 

que é a equação de uma "particula" de coordenada 4> em um potencial U(4>) 

dado por 

U(4>l = (2b.18) 

Usando (2b.18) podemos reescrever (2b.17) como 

. 1 • 
c~ + R ; • u· c;> = o (2b.19) 

Na realidade, devemos adicionar ainda uaa corrente flutuante, 

lf(t), do lado direito de (2b.l9) para que possamos descrever 

corretamente as propriedades termodinâmicas deste sistema. Com este 
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termo adicional, (2b.19) nada mais é que a equação de Langevin que 

apresentamos na introdução deste trabalho. 

Para que sejamos capazes de reconhecer a diversidade de 

fenômenos fisicos contidos em (2b.19) convém anafisar o potencial 

(2b.18) em algum detalhe. 

Os minimos de U(~) (soluções estáveis) são obtidos como 

soluções, ~m' deU'(~) =O e ainda sujeitos a U"(~m) >O. Com o auxilio 

de (2b.18), estas duas equações nos levam a dois casos distintos: 

l) 2n > 1 ~ diversos minimos 

ill 2n ~ 1 • apenas um mínimo. 

Na figura a seguir, esboçamos o gráfico de U(~) para 3 valores distintos 

do fluxo externo, fx' no caso i). 

Vamos, agora, supor que no instante t = O não haja campo 

externo (H = O) e que a corrente superconduto_ra seja nula. Ne~t~ ca~o. X . .. 

o valor de equillbrio do fluxo no interior do SQUID é também nulo (ponto 

P na fig. 3.a). Ao variarmos lentamente o valor de H , o potencial U(~) 
. X 

começa a ser deformado e o valor de equilíbrio de f segue, 

adiabaticamente, o seu poço de potencial até que este se torne um ponto 

de inflexão de U(f). No exempl-O acima, vemos clarament-e a poslção · d~ 

equilíbrio inicial variando da forma P .. P' .. P11
• Cabe notar que esta 

aproximação adiabática só é vállda quando dH /dt é muito menor que 

[
1 I )'i/2 I qualquer frequência ti pica do SQU!D; f!J" (~) ~ · ou 2RC' Desta forma, 

m 
é possível varrer uma vasta região de v~lores de Hx através da qual a 

posição de equllibrio inicial muda de estável para biestável e; 

finalmente, para metaestável. 

A constatação de que a dinâmica do f-luxo ;· é reaimente a de 

uma partícula browniana no potencial U(t;) deu-se atravét;~ do estudo do 

decaimento do valor metaestável de~ por flutuações· térmicas [17). Aqui, 

ao variar Hx' observa-se que o valor de ;, que evolui adlabatlcamente de 

; = O, sofre uma transl··ção brusca para outro minimo local do ··potencial 
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U(IIJ) 

(o) p 

U(ídl 

• p' 

(b) 

U(ídl 

(c l 

!/>o 
flg. 3: o potencial U(f/>) para: a) 1/>x • O; b) ;x = z- e c) ;x = f/>

0
. 
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antes que Hx atinja o valor Hc que transforma o minimo inicial em um 

ponto de inflexão de U(q,). O .:.tnéCai'li'smo responsável por esta transição é 

o de ativação térmica sobre a barreira de potencia.l local que mantém ; 

em sua posição metaestável. A probabilidade de decaimento no caso do 

SQUID é a mesma que a de uma partlcula brownlana de coordenada q,(t) 

neste potencial. 

A observação do fenômeno descrito acima foi feita a 

temperaturas em torno de 4°K, o que faz com que haja energia térmica 

suficiente para induzir a translçãQ. A temperaturas da ordem de l°K já 

não haveria flutuações térmicas para efetivar o processo de ativação. 

Por outro lado, com os parâmetros tiplcos destes dispositivos 

supercondutores (C - I0-12F L - Sx!O-IOH e i - !O-SAl tem-se T < t"K • c o 

(ver eq. (1.3)), o que sugere a investigação de um novo mecanismo 

responsável pelo decaimento dç valor metaestável de ;, o tunelamento 

quânt1co. 

O processo especifico que mencionamos neste capitulo foi a 

questão que originou todo o interesse atual no movimento brownlano a 

nivel quântico. Uma vez constatada a possibilidade de observarmos o 

tunelamento desta "partícula browniana", podemos montar experiências a 

fim de testar a dinâmica de pacotes de onda, o tunelamento coerente em 

um potencial b1estável (fig. 3bl e a e~trutura de niveis de energia de 

U(</>l. 

Nosso objetivo agora parece estar bem claro. Após encontrar um 

sistema fisico que a baixas temperaturas se comporta da mesma forma que 

uma partícula brownlana no limite quãntico, cabe-nos desenvolver uma 

forma sistemática de tratar este problema (ver introdução) para, então, 

podermos analisar de que forma a dissipação influi na dinâmica quãntica 

destes sistemas. 

111. Formulaçao Quantica 

Neste capitulo, nosso objetivo é descrever i! estratégia a ser 

usada no tratamento do limite quântico da dinâmica -·de ·uma partícula 

brownlana. 

Como já adiantamos na introdução, o tratamento a ser adotado 
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neste curso considera, explicitamente, o acoplamento da particula de 

interesse a um reservatório. O motivo para adotarmos este ponto de vista 

é óbvioi qualquer sistema disslpatlvo está sempre acoplado a um segundo 

sistema que é o responsável pelas perdas no primeiro. Desta forma, antes 

de tentarmos modificar o esquema canônico de quantlzaçâo, acredl tamos 

que a idéia de aplicar o esquema tradicional a modelos mais realistas 

seja extremamente útil. 

Conceitualmente, a idéia é muito l'imples. Entretanto, o que 

ocorre na prática é bem diferente. Ao decidirmos que vamos considerar 

explicitamente o acoplamento do sistema de interesse com um 

reservatório, devemos conhecer o sistema que servo de reservatório para 

o primeiro e como eles interagem entre si, o que é uma tarefa bem 

complicada em muitos casos. 

Por outro lado, sistemas compostos. fundamentalmente 

diferentes, podem ter o subsistema de interesse apresentando uma 

dinâmica clássica do tipo browniano. Apesar deste fato nos parecer mais 

uma complicaçâo em nossa maneira de abordar o problema, ele nos dá, de 

fato, uma oportunidade para argumentar em favor de algumas hipóteses 

simplificadoras. Por exemplo, podemos assumir que diferentes 

reservatórios, por mais complexos que sejam, apresentem algumas 

caracterlsticas em comum, tais como os seus espectros de excitações 

elementares ou a maneira pela qual são perturbados por suas respectivas 

••particulas brownianas••. 

No que segue, não tentaremos justificar o uso de um 

determinado modelo. Estaremos apenas interessados em escolher aquele que 

seja suficientemente simples e que, sob certas condições, reproduza o 

limite clássico esperado. Portanto, a justificativa para a escolha que 

faremos é, basicamente, "a posterior!". Entretanto, convém enfatizar que 
' o tratamento microscópico detalhado de determinados reservatórios, 

poderá mostrar um comportamento quântlco ligeiramente diferente para 

cada um deles, apesar das caracteristicas em comum que mencionamos 

acima. Um exemplo tipico deste fato, é a comparação da formulação que 

decorre do modelo que !remos utilizar, com o tratamento microscópico da 

dinâmica da fase da função de onda supercondutora através de uma junção 

de tunelamento (36). Neste caso, mostra-se que os resultados que iremos 

obter com um modelo simples, sâo aproximações, válidas na malorla dos 
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casos de interesse, de resultados mais gerais. 

a} O Modelo: 

Vamos supor que o nossO sistema composto (sistema de interesse 

e reservatório) seja descrito pela seguinte lagrangeana: 
L:cT-\J 

onde 

l3a.1 l 

(3~.2} 

(3a.3l 

são, respeéttvamente, as lagrangeanas do sistema (S}, de interação e do 

reservatório (lt} cjue é formado por um conJunto de osciladores ··de 

"coord.enadas'' qk, "massas.. ll1t e constantes de acoplamento_ ck. Umà 

tentativa, relativamente bem sucedida, de justificar este modelo foi 

feita na referência [ 11 J onde a interpretação fisica destes 

"osciladores" foi dada. 

Inicialmente, vamos estudar a equação de movimento clássica da 

variável q(t) quando em contato com o reservatório. ··E$ic:revendo as 

equações de Euler-Lagrange para o sistema composto temos 

Mq ; -v· Cql - I: c q 
o k k k 

(3a.4) 

e 

(Ja.S) 

Tomando a Transfor_mada .de Laplace das equações_ para qk temos 
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ck q!sl 
2 2 

mk(s +wkl 

Tomando, agora, a transformada inversa de Qk(s) e substituindo 

ea (3a.4l temos 

J
c+l,. {' (O) 

1 -1 qk 
Vo(q) = 2wi E -z--2 

i k s +wk c-,. 

+ <' Cj; _1_ q(s) std 2 r·i .. 
~ ~ 2111 -z--2 e s 

e-loo 5 +wk 

Usando então a identidade 

pOdemos reescrever a equação para q(t) como 

r . ~iü .... 
c2 I e+i,. ·\ 

k : 1 J - st mq + V~ (q)-~ --2 I Zwi q(s)e ds + I 

~"'k l e-i.. . ) 
~-- ----- -·----

+ ., _k __ 1_ s q(s) std • c2 r•i.. z-
L 2 2wi 2 2 e 5 

k ~"'k e-i .. s twk 

5 qk(O)} st 

2 2 e ds 
s +"'k 

(3a.6) 

(3a.7) 

c2 
O terceiro termo do lado esquerdo da (3a.7l nada mais é que E~ q(t), 

k ~"'k 
ou seja, uma correção harmônica AV ao potencial V (q) dada por 

o 

25 



(3a.8) 

Então, ao acoplarmos uma particula sujeita a um potencial V
0

(q) a um 

banho de osciladores, este potencial é renormali~ado por um termo AV. N.a 

realidade, não devemos nos preocupar muito com estas correções pois, na 

grande maioria de sistemas que estamos interessados, seria lmpossivel 

observar o potencial não renormallzado V
0

(q). O que é realmente 

importante é o potencial efetivo V(q) ~ V
0

(ql + AV. Há ainda exemplos 

onde V(q) = V
0

(q), como veremos mais adiante. 

O último termo do lado esquerdo da (3a. 7) pode também ser 

escrito como 

s q(s) 
2..,2 

s k 

que, com o uso do teorema da convolução, transforma-se em 

(3a.9) 

A fim de transformar ~ em Jdw vamos definir a função espectral 

(3a.IO) 

que nos permite escrever 

cos wk(t-t' l • ~ J~dw J(w) cos w!t-t') 
'R w ' ' 

. o 

A função J(wl nada mais é que a parte imaginária da transformada de 

Fourier da susceptibilidade dinâmica (retardada) do banho de 
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osciladores, 

no limite clássico. Assumindo que J(w) seja da forma 

{

,., se w < ll 

J(w) = 

O se w>ll 

(Ja.ll) 

onde ll é multo maior que as frequências caracteristlcas do problema, 

temos 

~ r --2 cos 
k ~wk 

wk(t-t') • ~f:~ cos w(t-t' )dw • 2~6(t-t') 
o 

onde fizemos O ~ ~. Este resultado permite-nos escrever o último termo 

do lado esquerdo de (3a.7) como 

t 

~t {J 2~ 6(t-t' )q(t' )dt'} = ~(t) 
o 

(3a.12) 

Finalmente, o termo do lado direito de (3a.7) pode ser 

interpretado como uma força f(t) que depende das qondições iniciais 

impostas aos osciladores do banho. SupondQ que,, o banho e~;teja 

inicialmente em equilibrio termodinâmico temos, no limite clássico, 

(Ja. 13) 

o que nos penDi te mostrar, após algumas manipulações algébricas, que 

<f(t)> =O e <f(t)f(t' )>a 2~kT 6(t-t' ). 
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Desta forma vemos que a equação resultante para q(t) no limite 

clássico é uma equação de Langevin 

Mq + 71q +V' (q) ~ f(t) onde <f(t)> • O e <f(tlf(t' l> ~ 271kT a(t-t' ). 

(3a.14·) 

Vamos agora retomar a discussão da renormallzação do 

potencial. Se ao Invés de considerar a lasrangeana de Interação (3a.2) 

adotarmos um modelo onde 

(3a.l5-l 

não haverá diferença entre V
0

(q) e. V(q), A obtenção deste resultado é 

extremamente simples. ~o~so ponto de partida é escrever a hamiltoniana 

do sistema composto quando L
1 

é dada por (3a.15). Desta forma, usando 

que 

8L 
-=--Mq p =- (3a.16) 

8q 

8L 
- Stq pk ~ -~ mkqk 

8qk 
(3a.17) 

podemos escrever 

'2 
H ~ pq + pkqk - L • ~ + Vo(q) 

Agora, efetuando a transformação canônica 

• (3a.19) 

e definindo C~ & Ckwk' temos a nova hamlltonlana 
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P
2 

íl = 2M 
(3a.20) 

Observamos que H pode ser obtida da lagrangeana lnlc~al com 
2 

1 ck 2 
L1 = -I: Ckqkq acrescida de um termo harmônico - 2 I: --2 q . O fato 

k k mk"'k 

interessante sobre este último termo é que ele cancela a correção 

harmônica que surge naturalmente na expressão (3a.~). Portanto, no caso 

de um acoplamento coordenada-velocidade (tipo carga-campo 

eletromagnético) na lagrangeana do sistema composto temos V(q) = V
0

(q). 

De qualquer forma, é seapre conveniente considerarmos a 

existência deste termo adicional na lagrangeana cujo acoplamento é do 

tipo coordenada-coordenada para que possamos, desde o inicio, usar o 

potencial efetivo V(q) na lagrangeana total. 

Com os resultados desta seção alcançamos parte do nosso 

objetivo. Introduzimos um sistema isolado (R+S) de forma que a dinâmica 

clâssica de S seja descrita por uma equação de Langevin. Nosso próximo 

passo serã estudar o comportamento quàntlco de 5 quando levamos em conta 

o acoplamento com R. 

b) O operador densidade reduzido dinâmico 

Como foi adiantado em nossa introdução (eq. (1. 7)), podemos 

obter toda a informação referente a um determinado subsistema quântlco 

(S) ao tomarmos o traço parcial (com respeito às demais variáveis a ele 

acopladas) do operador densidade do sistema composto, p(t). Por outro 

lado, estamos particularmente interessados no modelo proposto em 

(3a.1-3, 10-lll por nos fornecer os resultados que queremo$ no limite 

clássico. Porém, antes de tratar este modelo especifico, vamos descrever 

a técnica a ser usada durante o resto do curso para um caso genérico de 

acoplamento da forma 

(3b.1) 

onde, como de hábito, H5 , H1 e~ são, respectivamente, as hamlltonianas 
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do sistema de interesse, de interação e do reservatório. Desta forma, 
• introduzindo o vetor R • CR1,, .. ,RN)' onde·~ é o valor assumido pela 

coordenada qk e usando a relação de completeza 

(3b.2) 

podemos escrever o operador p(t) (eq. (!.5)) na representação de 

coordenadas como 

<xRI~CtltyÕ>~JJJJdx'dy'dR'dQ'<xRie-iHt/hlx'R'><x'R' ipCOlly'Q'> 

"<y'Q' leiHt/hlyQ> (3b.3) 

ou ainda, reconhecendo o el~mento de ~atrlx <xftlexp (- l~t) lx'R'> como o 
propagador de Feynman, K(x,R,t; x' ,R• .o), para o sistema composto, temos 

<xRipCtllyQ>~JJJJdx'dy'dR'dQ' K(x,R,t;x' ,R' ,OlK"Cy,Q,t;y' ,Q' ,ol 

• • • "<x'R' lp(O) ly'Q' > (3b.4) 

Tomando, então, o traço de (3b.4) com respeito às variáveis do banho 

temos 

p(x,y,tl=JdR<xRip(t)lyR> 

=JJJJJdRdR'dQ'dx'dy' K(x,R,t;x' ,R' ,O)K.(y,R,t;y' ,Q' ,0) • 

•<x'R'IpCOlly'Q'> (3b.Sl 

onde definimos p(x,y,t) como o operador densidade redu~ldo do sistema S. 

Vamos agora fazer a primeira hipótese simplificadora em 

(3b.5). Supondo que o operador densidade inicial do ~lstema composto, 
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<x'R'Ip!Ol ly'ib • p!x'R' ,y'O' ,ol (3b.6) 

possa ser fatorlzado na forma 

(3b.7) 

. . 
onde p5 e pR são, respectivamente, operadores densidade do sistema e do 

reservatório quando isolados, podemos reescrever (3b.5) como 

p(x,y,t) = JJdx'dy' J(x,y,t;x:,y' ,O) p(x' ,y' ,0) (3b.8) 

Em (3b.8) definimos a função 

J(x,y,t:x' ,y' ,O)•JIJctR'dQ'dR K(x,R,t;x' ,R' ,0) K\y,R,t;y' ,Q' ,0) • 

e identificamos, obviamente, p
5

(0) com p(O). A interpretação fisica 

desta função J é bem simples. Caso não houvesse interação entre os 

sistemas R e S, a eq. (3b.9) se reduziria a 

• J(x,y, t;x' ,y' ,0) = KgCx, t;x' ,O)~(y, t;y' ,O) • 

III ~~~ ~ ~ ·~ ~ -~~ • dR'dQ'dR 'RIR,t;R' ,Ol'RIR,t;Q' ,O)pR(R' ,Q' ,0) (3b.10) 

onde K5 e 'R são os propagadores do sistema e do reserv~tÚio quando 

isolados. A integral do lado direito de (3b.10) é facilmente reconhecida 

como trR PR(t) ~ 1, o que nos leva a 

(3b.11) 

Portanto, J(x,y,t;x' ,y' ,O) funciona como um super-propagador que rege a 

evolução temporal de P<x,y,t) e que, no caso do sistemaS estar isolado, 
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reduz-se a um produto de propagadores que r~em a evolução de ~(x,t) e 
• 

~ (y,t) separadamente. 

Antes de prosseguirmos na discussão de como calcular a função 

J(x,y,t;x' ,y' ,O), devemos fazer um comentário sobre a hipótese que 

fizemos na eq. (3b.7). Fatorizando o operador densidade do sistema 

composto, estamos, na realidade, assumindo que a interação entre R e S é 

ligada bruscamente em t + :::; o . Dependendo da situação flslc~ que 

estivermos tentando descrever, esta pode não ser a melhor escolha. Uma 

outra possível condição inicial foi proposta em [18] onde o movimento 

browniano quãntico de uma partícula livre foi estudado dentro de um 

formalismo idêntico ao que aqui usamos. Apesar de nos restringirmos à 

escolha (3b.7) nesta seção, convém deixar claro que a formulação aqui 

apresentada é suficientemente geral e deverá apresentar apenas pequenas 

modificações caso uma outra forma para P<O) seja adotada. Futuramente 

chamaremos a atenção do leitor para os pontos onde os efeitos das 

diferentes escolhas de condições iniciais possam ser relevantes. 

Uma vez estabelecida a forma pela qual iremos tratar o 

operador densidade inicial, resta-nos computar o propagado r 
... . ..., . 

K(x,R,t;x ,R ,0) do sistema composto. Para tal, devemos conhecer os auto 

estados de R + S o que é, em geral, uma tarefa extremamente dificil. 

Mesmo em casos simples, como o apresentado no modelo (3a.l-3) quando 

V
0

(q) é, por exemplo, um potencial harmônico, a obtenção de K é ainda 

bem elaborada. Entretanto, podemos evitar o uso de funções de onda N+l 

dimensionais se adotarmos a representação de integrais funcionais [19] 

para os propagadores (ver. também, apêndice I). Assim, 

( ..., . ""'• K x,R,t;x ,R ,O) 

onde 

X R 
= I I Dx(t' )DR(t') exp ~· S[x(t') ,R(t') ], 

~ 

x' R' 

t 

Slxlt' J,Rit' Jl = LL!xlt' J,Rit' J,xlt'l.Rit' lldt' 

(3b.l2) 

(3b.l3) 

é a ação correspondente à lagrangeana do sistema R+S. No caso de R ser 
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um banho de osciladores teremos L dada pela soma de (3a.l,2,3). 

integrais 

x(t) = x, 

~ 

em (3b.l2) são sobre caminhos x(t) e R(t) tais que x(O) = 
~ il ~ ~ R(O) = . ' e R(tl =R. 

Usando, então, esta representação para K em (3b.9) temos: 

X y 

As 

x'' 

J(x,y,t;x' ,y' ,0) =I I Dx(t' )Dy(t' )exp ~ S
0

(x(t' llexp- ~ S
0

(y(t' )]* 

x· y' 

• f(x(t' ),y(t' )] (3b.l4l 

onde 5
0 

é a. ação referente ao sistema S quando isolado e 

é o chamado "funcional de influência•• [19,20]. Nesta expressão, ~ e s 1 
são~ respectivamente, as ações do reservatório R (quando isolado) e de 

• • 
interação. A (3b.IS) descreve o produto de propagadores ~I e ~I do 

reservatório, quando sujeitos a forças externas x(tl e y(t), integrados 

com o operador densidade inicial para o reservatório. Portanto, teremos 

um funcional acoplando os caminhos x(t) e y(t). 

Vamos agora calcular f(x(t),y(t)J para o modelo proposto na 

seção anterior. A integral funcional do k-ésimo oscilador do 

reservatório sujeito a uma força Ckx(t) (ver 3a.2)) pode ser facilmente 

calculada como (19] 

onde 
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2 C R' Jt 
+ k k x(t' )slnwk(t-t' )dt'] 

mk"'k o 

x(t' )x(t") 1 (t t') i t" s n "'k - s n "'k (3b.17) 

Desta forma vemos que ~~) é uma funçl!o<:l'e ~ e Rk e um funcional de 

x(t') que denotamos por ~~~~~·Rk•[x(t' ))). Substituindo este resultado 

em (3b.l5) temos 

. '; 

F[x(t' J ,y(t' )I= 

m~ d~~dllkpR (R' ,Q' , oJ~~J (~·Rk· !x( t' J l JIC~~J• mk'Ok, [y(t • JJ L 

. . (3b.18) 

Assumilulo que em t = 0 o banho de osciladorl'S esteJa em "'''!ilibrlo a 
. . . 
temperatura T, podemos escrever [19,21) 

~· . :; 

(3b.19) 

Como todas as integrais envolvidas em (3b.18) são gaussianas, podemos 

efetuâ-las trivialmente. Substituindo o resultado da integração de 

(3b.l8) em (3b.14) obtém-se 
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X y 

J(x,y, t;x' ,y' ,O) • I I Dx(t' lDy(t' lexp ~ {s
0

[x(t' l l-S
0

[y(t' l 1 -
x' y' 

onde 

e 

t T 

'exp- ~ J J [x(T)-y(T)]~(T-vllxlv)-y(vl]dTdv 
o o 

-. ' 
Com o auxtllo de (3a.10 e 11) estas somas podem ser $$êcrttas como 

I r ... a
1

(T-v) = - n dw ~w sin w(T-v) 

o 

,-i 

(3b.20) 

(3b.21) 

(3b.22l 

(3b.23) 

(3b.24) 

A fim de obter a foru final de J(x,y, t;x' ,_y' ,O) devemos 
,,, 

substituir (3b. 23) e (3b.24l em (3b.20). Todavia, a substituição de 

(3b.24) merece uma atenção especial. A Integral dupla na parte 



imaginãria do expoente em (3b.20) se transforma em 

d 
dlT-u) cos w(l·-0') [x(u)+y(O')] dTdudw 

t 

+ ~(x'+y' l JO sinTDT[x(T)-y(Tl]dT 

t T 

+ ~ JJ [x(T)-y(Tl] sin O(T-ul [x(u)+y'(u)]dTdO' R (T-u) 
o 

(3b.25) 

onde integramos por partes co11 relação a v. O primeiro termo do lado 

direito da equação (3b. 25) é proveniente da correção harmônica que 

mencionamos em (3a. 8). Como discutimos anteriormente, este termo pode 

ser incluido na redefinição de um potencial efetivo ou eliminado através 

de um contra-termo na lagrangeana inicial. 

As demais integrais em (3b. 25) podem ser 

usarmos o fato que o intervalo de tempo t é tal que t 

permite fazer a aproximação 

1 sin O(T-u) •( l 
- " u T-0' 
R T-0' 

simplificadas se 
-1 

»0 ,oquenos 

(3b.26) 

Entretanto, há um ponto onde devemos usar o limite (3b.26) com muito 

cuidado. Uma breve análise das integrais em (3b.25) nos mostra que este 

limite pode ser tomado na segunda e terceira integrais do lado direito 

daquela expressão. Quando Qt ~ 1, a segunda integral é escrita como 

t 

~(x'+y' l J! sin DT[x(T)-y(T)]dT • ~(x'+y'l 
R T 

o 

t 

J06(T)[X(T)-y(T))dT 

(3b.27) 

que, como função de seu limite inferior de integração, não é continua. 

Esta integral vale 
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t (o v t' > o 
lJ(x'+y') I 6(T)[x(T)-y(T))d-r ~ 

t' lJ(X'2-y'2)/2 

(3b.28) 

se t' ~ o 

Por outro lado, a última integral em (3b.25) é uma função continua do 

seu limite inferior de integração. Quando Qt » 1 temos 

t t 

~I d-r!x(-rl-y(-rJJ I a(-r-~>lx(~l+y(~Jid~ 
o o 

t 

~ ~ I d-r!x(-rJ-y(-rJ llx(-rJ+y(-rJ 1 

o 

que, por sua vez, pode ser obtida através de 

(3b.29) 

(3b.30) 

e, portanto, incluir ou não o instante t ~ O no limite inferior de 

integràção não faz diferença nesta integral. 

Devemos, entio, espeCificar o que entendemos pelas integrais 

de T,v = O a T,v = t. Para que possamos obter as condições de contorno 
+ corretas, ou seja, que J(x,y,O :x' ,y' ,0) • 6(x-x' )6(y-y') (ver apêndice 

li) devemos efetuar as hitegraiEJ no intervalo 0 < T ,O' :S: t O que nos 

permite tomar a segunda integral de (3b.25) como nula (ver 3b.28)). 

Desta forma, (3b.20) transforma-se em 

X y 

J(x.y.t;x· .y· .o)~ exp- i f(x.y.x· .y·) r· J Dx(t· )Dy(t·). 
x' y' 

t 

'exp i {s
0

[x(t' l)-S
0

[y(t' ll-Hr I
0

(xy-yxldt'} 
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• exp - b2~7 J:dw w coth 

o 

t 1: 

~~TI I [x(-.:)-y(-.:))cosw(t-~)[x(~)-y(~)]d-.:d~ 
o o 

(3b.31) 

onde 7 = ~M é a constante de relaxação, e a função 

resulta da última Integral em (3b.25), é dada por 

f(x,y,x',y'), que 

f(x,y,x' ,y') = 2
7 x -x - y -y M [( 2 '2) ( 2 '2)] (3b.32) 

A expressão que obtivemos em (3b. 31 I é o resultado principal 

desta seção. Dado o potencial V
0

(q) ao qual a particula de interesse 

está sujeita, podemos, pelo menos em prlnciplo, determinar 

J(x,y,tix',y',O) através da resolução desta integral funcional dupla. 

Corno era de se esperar, poucos são os casos onde J(x,y,t;x' ,y' ,O) pode 

ser obtido em uma forma analitica fechada. Na grande maioria dos 

problemas alguns métodos de aproximação deverão ser desenvolvidos. Os 

potenciais da forma V (q) = aq0 onde n = 0,1 ou 2 são casos especiais 
o 

que podem ser resolvidos exatamente. Após a resolução de (3b.31) podemos 

obter o operador densidade reduzido P<x,y,t) usando a expressão (3b.8). 

Nosso objetivo é, então, resolver as eqs. (3b.8) e (3b.31) para alguns 

potenciais e condições iniciais de interesse. Antes, porém, vamos 

Investigar um llmlte particularmente importante de (3b.31). Trata-se do 

limite clássico, onde kT » hw para frequências w «O. 
-1 Neste limite. usando que coth x ..... x para x .... O e integrando 

em w. podemos aproximar a (3b.31) por 

X y 

J(x,y,t;x' ,y' ,0) "exp- ~ f(x,x' ,y,y') J J Dx(t' )Dy(t') • 
x' y' 

t 

• exp ~ {s
0

[x(t' li-S
0

[y(t' li-M7 I
0

(xy-xy)dt'} 

• exp -

38 

(3b.33) 



Entretanto, esta não é a função mais apropriada para o estudo do limite 

clásico de nosso problema. Para tal, devemos trabalhar diretamente com o 

operador densidade reduzido. Mais ainda, é conveniente escrevermos uma 

equação diferencial para p(x,y, tl. Esta equação pode ser obtida se 

seguirmos os mesmos passos que Feynman [19) ao deduzir a equação de 

Schrõdinger partindo da representação de integrais funcionais para 

K(x,t:x' ,t' ). No apêndice 11 obtemos, explicitamente, esta equação que é 

dada por 

V (x) 
o -

+lllp 

Bp + r<x-yl a;> 
Bx By 

2MrkT 

7 
2 -(x-yl P (3b.34) 

Neste ponto, devemos nos preocupar com o significado do limite 

clássico desta equação quãntlca. Para que possamos estudar o limite 

clâsslco de uma forma coerente, devemos introduzir a transformada de 

Wigner do operador densidade reduzido [21) que é definida como 

W(q,p,t) (3b.35) 

Esta função é particularmente importante porque, no limite clássico (h ~ 

O), reduz-se à função de distribuição no espaço de fase da particula. 

Então, invertendo a (3b.35) podemos escrever 

" 
p(x,y,t) = J w[x;Y,p,t) exp[- ip (x-y))dp 

-oo 

(3b.36) 

que, quando substituída em (3b.34), nos fornece, finalmente, a equação 

para a transformada W(q,p,t), 

(3b.37) 
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onde D = ~kT. Vemos, então, que no limite clássico nosso modelo nos leva 

à equação de l'okker-Planck para a transformada de Wigner de p(x, y, t), 

como era de se esperar (vide (2a.26)). 

Convém notar que, apesar da função de Wigner, W(q, p, t), ser 

puramente quàntica, apenas o seu limite clássico faz sentido em (3b.37) 

já que a equação diferencial (3b.34) foi deduzida neste limite. Para o 

caso geral, dever i amos ter uma generalização de (3b. 34), que, por sua 

vez, acarretaria na obtenção de uma equação de Fokker-Planck modificada 

para W(q,p, t). A vantagem de se trabalhar com a representação de 

integrais funcionais neste problema é que podemos tratar o limite 

quântico diretamente através da resolução das integrais funcionais em 

(3b. 31) (em alguns casos) sem a necessidade de generalizar (3b. 34) ou 

(3b.37l. Portanto, a solução 

temperatura, reduz-se à resolução 

do problema 

de (3b.31). 

c) O operador densidade reduzido em equllibrio 

dinâmico a qualquer 

Apesar de termos desenvolvido uma expressão para a evolução 

temporal de PCx,y,t), há diversos problemas que podemos resolver 

conhecendo apenas o operador densidade reduzido da particula quando o 

sistema composto está em equllibrio. Para tal, bastaria que tomássemos o 

limite quando t ~ w do operador densidade reduzido PCx,y,t) para obter 

sua expressão em equilibrio. Entretanto, esta manobra envolve, 

primeiramente, a resolução explici ta de (3b. 31) para então podermos 

analisar o estado de equillbrio termodinâmico com o conhecimento de 

p(x,y,t). 

Há porém uma maneira mais direta de lidarmos com este 

problema. O operador densidade do sistema _composto em equllibrlo é dado 

por 

(3c.l) 

onde H é a hamiltoniana do sistema composto, H = H5 + H
1 

+ "n• como em 

(3b.l). Usando, então, a representação de integrais funcionais que pode 

ser gener·allzada de (AJ.44) e (A1.45) pode-se reescrever (3c.ll como 
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onde 

• X R 

p(x,R;y,Q,Jil - J).dq(TJdiiC'tl exp ~ k SE[q(T),R(·rll , (3c.2l 

Q 

(3c.3) 

é a chamada "ação Euclideana" do sistema composto. O operador densidade 

reduzido da particula é dado por 

(3c.4) 

que envolve o produto de integrais funcionais do tipo 

(3c.5) 

Estas integrais são exatanlerife as mesmas que resolvemos na seção 

anterior em (3b. 16) e (3b.17) se substituirmos t por -ihll e fizermos 

~ = Rk. O resultado final é dado por 

(3c.6) 

onde 
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1 (fu,)kl!l lk(O) = 2 cosech --z- (3c.7) 

A expressão (3c.6) adquire uma forma extremamente simples se definirmos 

q(T) fora do domlnlo os T <~através de q(Tt~l = q(T) [21]. Assim, 

• q("t)q(T' l (3c.Bl 
.,, 

Substituindo este resultado em (3c.4l, temos 

p(x,y,ll) 
s101 !q!Tl J 

exp --'E=---.:--- ~xp 1 [q(Tll 
h h 

(3c.9) 

onde 

1 (flll"'kl p
0

(/l) = ·~ 2 cosech - 2- (3c.10a) 

(3c.10bl 

A(q(T)] 

n~ .. -: (Jc.to~) 
Agora, usando a identidade 

(3c.11l 

podemos escrever A[q(lll como 

., . 
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c
2 

J~ r 2 2 + E _k_ d~' {q (T) + q (T' 1} • exp -w IT-~' ldT 
k 4mk"'k 2 2 k 

-~ o 
(Jc.12) 

onde 

(Jc.IJ) 

A segunda integral e11 (Jc.12) pode s,r trivialmente efetuada e como 
' 

res~ltado temos a bem conhecida correção 

~I 2 2 L 2 M(àw) q (T)dT 

o 

que jâ foi discutida em diversas oportunidades ao longo deste curso. 

Portanto, o operador densidade reduzido da partlcula em equillbrio fica 

p(x,y,ll) 

<;>nde 

X 

= po(ll) J Dq(T) 
y 

No caso particular de J(w) = flW te•os 
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IV. Aplicaçoes '. 

No capitulo anterior fomos capazes de escrever o operador 

densidade reduzido (dinâmico ou em ~qullibrio) da particula de interesse 

em uma representação de integrais funcionais. Cabe-rios, · •gor@. tentar 

resolver estas integrais em alguns casos de interesse como já 

mencionamos no capitulo 11. 

a) Dinâmica de pacotes de onda em potenciais simples 

Nesta seção, resolveremos um dos poucos exemplos que podem ser 

tratados exatamente: o qscilador harmônico ~uântlco co~ dissipação. 
' i • 

Usando a (3b.31) para este exemplo especifico temos 

J(x,y,t;x' ,y' ,0) = Jx Jy Dx(T)Dy(T) exp ~ S[x(T},y(T)] 
x• y' . . 

1 exp- b ;[x(T},y(T}] 

onde 

e 

t t 

s[x!Tl,y!Tll = J
0
L(x,x,y,yl - M7J

0 
(xx-yYldT 

L!x,x,y,yl • ~ MX2 1 .z 
2 My 

t T 

(4a.1 J 

(4a.Z} 

(4a.3l 

coth ~~T J J [x(TJ-y(T}] 
o o 

cos V(T~}[x(v}-y(v}] 

• dvdTdV (4a.4} 

Como a integral funcional acima é gaussiana, podemos 
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resolvê-la exatamente. Vamos inicialmente expandir o integrando no 

entorno de 

Escolhamoet 

caminhos x (1; l e y (1; l 
c c 

convenientes para o nosso cálculo. 

xc(~) e y
0

(T) tais que 

1151 d a[ a[ HX + 2MÚ + 
2 = o ax x=x = dt "-7 - ax = Mwoxc c c c ax 

(4a.5) 

y=yc 

11sl d BL aí: 
Hyc + 2MrX + 2 • o 

lly x=x = dt -. --. ""'oYc By c c 8y 
y=yc 

(4a.6) 

Definindo os caminhos 

q(T) • 
X(T)+y(T) 

e lf,(T) = K(T)-y(T) 
2 

(4a.7) 

as equações (4a.Sl e (4a.6l transformam-se em 

qc + 2rq + ,.,Zq =O c o c 
(4a.8) 

~c - 27~ + c 
2 

"'olf.c = o (4a.9) 

Dadas as condições iniciais q(O) = q', q(t) " q, 1;(0) " I;' ·e lf,(t) " lf., 
as soluções destas equações de movimento são 

(4a.10) 

(4a.ll) 

onde "' " / w~-.,Z ' se "'o > r e w • 10, se "'o < r. outro caso 

Interessante é o da particula livre (V = O) onde "' deve ser substltuido 

por ir em (4a.IO e 11). 

Oe posse das soluções (4a.1Q e 11 l podemos deflnlr novos 

caminhos q(T) e ~(T) centrados em q
0

(T) e (
0

(T); 

e (4a.12) 
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e reescrever a (4a.1) como 

• G<q.~;,t;q' .c· ,ol (4a.13) 

cujo~ termos passamos a analisar abaixo. 

A primeira exponencial envolV'I a "ação clássica", Se' dada por 

Se 5 Kltl[ql;+q'C'l-Lit)q'(-Nitlq('-Mr[ql;-q'C'l 

onde 

K(tl ~ Mw cotan wt e Nltl 

qUELé oriunda de (4a.2) calculada em qc(T) e l;c(T). 

Mw ert 
= =-s i':in:-"::w"'t 

(4a.14) 

A segunda exponencial em (4a.t3) é proveniente da integração 

(4a.4) efetuada sobre os caminhos qc(T) e CciT) e as funções A(t), B(t) 

e C(tl são da forma 

onde 

f(tJ = :r r:dv v coth ~~T fv(t) 
o 

46 

(4a.16) 

l4a.17J 

, 14a.18) 



(4a.!9) 

Finalmente, a expressão para G(q,~,t;q' .~· ,0) é dada por 

o o 
G(q,~,t;q' ,~· ,0) = JJ 

o 

onde 

[ 

t t 

~T(f(T),g(T)] e ~:r dv v coth ~~TI I f(T) cos v(T-o-)g(u)dTdu. (4a.2l) 

o o o 

Se não fosse pela integral funcional (4a.20), a expressão para 

J(q,~.t;q' .~·,O) já estaria na forma desejada para efetuarmos a evolução 

temporal de qualquer pacote de onda neste potencial. Quando tratamos de 

~ntegrais_ funcionais simples, este termo é uma função do tempo (ver 

exemplo de integrais funcionais quadráticas no apêndice I) o que não é 

um resultado óbvio de uma simples inspeção em (4a.20), devido à sua 

dependência funcional em ~c(T), Entretanto, este fato é também 

verdadeiro na integração (4a.20) como veremos a seguir. 

Ao discretizarmos a integral (4a.20), facilmente constataremos 

que a forma resultante pode ser representada simbolicamente por 

N Jau exp - ! UTMU exp -AU 
2 

(4a.22) 

onde UT = (q
1

, ... ,qN,(
1

, ... ,(Nl é um vetor em 2N dimensões, 

IIU = .sq1 ... .SqN.S~ 1 ... c5(N é o elemento de volume neste espaço, A é 

outro vetor em 2N dimensões oriundo da discretização de ~ (T) e " é uma c 
matriz 2Nx2N. O que há de Interessante na forma especifica de (4a.20) é 

que 
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e (4a.23) 

onde a é um vetor H-dimensional e, p e r são matrizes NxN. As formas 

especificas de A e M sao devidas ao fato de não existir acoplamento da 

forma q(T)q(v) em (4a.20). 

A integral (4a. 22) em 2N dim<~nsões · é um exemplo já bem 

conhecido de integrais Gaussianas multidimensiona1s e o resultado é · • 

I i T 1 i -1 N6Uexp- 2 UMUexp-AU= 
112

exp- 2 AM A 
(det 1M) 

. (4a.24) 

Mas devido ao fato de N ter o seu bloco superior esquerdo nulo, súa 

inversa terá, necessariamente, o bloco inferior direito nulo. Assim 
-1 sendo, o produto AM A será, obviamente, igual a zero. Por outro lado, 

como sabemos que toda a dependência de (4a.20) em q,Ç,q' e ~· está 

contida em A, concluimos que G(q,E,t;q' ,Ç' ,O) é função única e 

exclusivamente do tempo. Esta função pode ser encontrada através do 

cálculo do det M, como foi feito no apêndice I, ou determinada pela 

condição de normalização do operador densidade reduzido no fina:I do 

problema. A fim de simplificar os cálculos, iremos determinar G(t) desta 

última maneira. Podemos então reescrever a (4a.13) como 

J(q,l;,t;q' ,I;' ,0) = G(t) exp ~ {[K(t)-M'J]qi;+[K(t)+M'J]q'l;' -

-L(t)q'I;-N(t)ql;'} exp- ~ {A(t)~2+B(t)I;I;'+C(t)t;' 2} (4a.25) 

e determinar G(t) posteriormente. 

Em termos das novas variáveis q, ~. q• e ~· o operador 

densidade reduzido da particula alnda pode ser escrito como 

p(q,t;,tl = Jdq'dl;' J(q,l;,t;q' ,t;' ,O)p(q' :~' ,0) (4a.26) 

onde p(q' .~· ,O) é o estado inicial da particula. Em nosso exemplo 
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especifico, tomemos p(q' ,(',O) como um estado puro representado por 

p(q' .~· ,0) = 1 exp ~ ~· .;-;:; exp -

• 

'2 
L exp 
2cr2 

que é simplesmente o produto ~(x' )~ (y' ) onde 

~(x' ) I ipx' 
= exp -h- exp 

(21t0'2)1/4 

'2 
X 

- 40'2 

'2 
L 
8cr2 

(4a.27l 

(4a.28l 

Esta condição inicial representa uma particula centrada na o r lgem com 

incerteza ~ em sua posição e momentum médio p. Com este valor inicial de -p, a integral (4a.26l pode ser facilmente efetuada resultando em 

( 

2 )1/2 
p(q,~.tl = Gátl 2 nh exp 

O' K
1

(t)+hC1(t) 

onde 

.. 2K
1
(t)L(t)-h8(tl N(t) 

.. ~~(tl+2hC1 (t) 

K1Ct) • K(t)+Mr e KzCt) = K(tl-Mr 

(4a.29) 

(4a.30) 

A evolução temporal do pacote que representa a particula de 

interesse é obtida através de (4a.29) quando ~ =O, ou seja, 

p(q,O,t) = p(x,x,tl que são os elementos diagonais de p(x,y,tl. A 

expressão para p(x,x,t) depois d~ convenientemente normali~ada • escrita 

COIJIO 
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[ 

2 ) 1/2 2 
p(x,x,tl= N (t) el<p- . N (t) 

2nu~~(t)+4nh ~(t) 2u~~(t)+4h C~(t) 

2 

(x - N'tt>) ' 
(4a.31) 

o que nos permite determinar o movimento do centro do pacote através de 

(4a.32) 

Para o oscilador harmônico sub-amortecido (w0 >f), por exemplo, x
0
(t) é 

dado por 

(4a.33) 

que é, exatamente, a trajetória clássica de uma partlcula com momentum 

inicial p e posição inicial zero. 

A largura do pacote, pode, também, ser identificada a partir 

de (4a.31) como 

2 2 u K1(t)+2h C1(t) 

N
2 (t) 

(4a.34) 

Esta expressão para a evolução temporal de u(t) permite-nos calcular o 

valor da largura para alguns instantes particularmente importantes. Por 

exemplo, podemos computar a largura u2 (t) quando t ~ ~. que é o valor de 

equilibrio de u2 (t). Usando as equações (4a.30), (4a.l5), (4a.l9) e 

tomando o limite quando t ... • de (4a.34) pode-se mostrar, após algum 

trabalho, que 

(4a.35) 

que é um resultado bem familiar da teoria da resposta linear. Ao 

identificarmos que o termo entre parenteses no integrando de (4a.35) é a 

parte imaginária da função resposta de um oscilador amortecido, podemos 

escrever 
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., 
.. 

2
(m} = ~ J dv coth ~~T x"(vl 

o 

(4a.36) 

onde x"(v} • Im x(v}. A equação (4a.36) é o famoso "teorema de flutuação 

e dissipação" (ver, por exemplo, [ 14] ou [22)}. 

Podemos. com o auxilio de (4a.36l, estudar o comportamento da 

largura do pacote de onda da particula browniana em equilibrio em função 

da constante de relaxação r e da temperatura T. A integral em (4a.36} é 

particularmente simples no caso de temperatura zero quando podemos 

aproximar coth(hv/2kT) ~ 1. O resultado da integração é 

2 
O' (m) = f(u) (4a.37) 

onde 

-1 " l tan ;;:; se " < I 

f (u} = (4a.38) 

se " > I 

que nos mostra que quanto maior a dissipação, menor será a incerteza na 

posição da particula browniana. Consequentemente, deveremos ter um 

aumento na incerteza da distribuição dos momenta, Este fato é 

caracteristico do tipo 

particula. Na equação de 

de dissipação na equação de movimento da 
·2 Langevin, a dissipação é tal que dE/dt ~ q por 

sua vez está intimamente ligada ao 

·2 a dissipação é tal que dE/dt ~ p , 

acoplamento da forma I Ckqkq. Quando 
k 

o efeito nas incerte~as de posição e 

momentum é oposto ao estudado no caso anterior. Esta dl$slpação 

"anômala" foi tratada expllcltamente na referência [23]. 

Com a obtenção de (4a.29l temos toda a informação necessária 

para estudar· o oscllad.or harmOnlco amortecido a qualquer temperatura. 
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Mais ainda, outro exemplo particularmente interessante pode ser 

investigado se tomarmos o limite w
0 

~ O (e w ~ lf) de nossas expressões: 

o movimento da particula livre com dissipação. 

Não é necessário refazer todas as integrais desta seção para 

acompanharmos a evolução temporal de Pcx, x, t), Basta que tomemos o 

limite apropriado na expressão (4a.31). Como era de se esperar o centro 

do pacote segue a trajetória clássica que é dada por 

(4a.39) 

enquanto que a largura do pacote (a T = O) comporta-se assintoticamente 

como 

(4a.40) 

Note que apesar do pacote ainda alastrar-se espacialmente, ele o faz de 

forma bem mais lenta que quando 7 = O (neste caso, cr(t) ct t). Ainda 

sobre o comportamento de cr(t) devemos chamar a atenção do leitor para 

dois pontos: Em primeiro lugar, o comportamento logaritmico apenas faz 

sentidO a T = O. Mesmo a temperaturas extremamente baixas, o termo 
2 clássico u (t) = (2kT) t/~ torna-se mais importante que (4a.40) em um 
c 

intervalo de tempo mui to curto. Em segundo lugar, a dependência de 

(4a.40) na frequência O é devida à escolha de condição inicial do 

sistema composto ser da forma (3b. 7). Recentemente, foi mostrado (18] 

que, modificando-se a condição (3b.7), o comportamento de u(t) torna-se 

independente de O. 

Para finalizar esta seção, gostariamos de fazer alguns 

comentários adicionais. Em primeiro lugar, queremos deixar claro que o 

modelo aqui adotado para o reservatório nos permitiu desenvolver 

exatamente a forma do funcional de influência (Jb. 15) do sistema. 

Entretanto, a integral funcional resultante (4a.1) só pode ser resolvida 

analiticamente para potenciais simples da forma V(q) =C qn( n = 0,1,2). 

Para estes valores de na (4a.1) é uma integral funcional gaussiana e, 

portanto, exatamente solúvel. Os caminhos qc(~) e ~c(T) foram escolhidos 

por pura conveniência já que, com eles, as equações (4a.2) e (4a.9) são 
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totalmente independentes. 

No caso de potenciais mais complicados, poderiamos resolver a 

integral por métodos aproximados como, por exemplo, o método de fase 

estacionAr ia ainda que esta aproximação só nos dê o comportamento do 

sistema no limite semi-clássico (h ... 0), Mesmo assim, as soluções das 

~quações de Euler-Lagrange correspondente$ à parte imaginária 

S[q(T),~(T)] não nos seriam multo úteis, jâ que, no método do ponto de 

sela, necessitariamos do principio var1acional aplicado a todo o 

expoente, S + 1;, da (4a.l). As equaçi)es de Euler-Lagrange que dai 

resultam são equaçi:les Integro-diferenciais, não-lineares e acopladas, o 

que torna a resolução de (4a. 1) possivel apenas por métodos numéricos 

(24) . 

A resolução de Integrais funcionais do tipo (4a.l) para 

potenciais mais complicados aparecerá em futuras aplicações onde 

aproximações multo especificas serão usadas para cada caso particular. 

b) Destruição da interferência quântica em meios dissipativos 

O problema que iremos tratar nesta seção é, basicamente, o 

mesmo que o da seção anterior no que diz respeito à sua formulação 

geral. Entretanto, o efeito a ser estudado é bem diferente. 

Desde nossos cursos básicos de mecânica .quântica estamos 

familiarizados com o conceito de interferência entre estados quânticos. 

O paradigma deste fenômeno é a famosa "experiência" da fenda dupla. 

Nosso objetivo nesta seção, é o de estudar a influência de um meio 

dissipativo no fenômeno de interferência quântica. Para tal, vamos, 

inicialmente, definir exatamente o problema a ser atacado. 

O que pretendemos é estudar a evolução temporal de um 

oscilador harmônico amortecido cujo estado inicial é dado por 

141:!.1) 

onde H-é uma constante de normalização e v é a largura Inicial dos dois 

pacotes que, por simplicidade, toraaremos como a largura do estado 

fundamental do oscilador harmônico (v ~ h/2Mw ). Porém, antes de entrar 
o 
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no mérito dos efeitos dissipativos, vamos relembrar o que devemos 

esperar da evolução temporal de p(x,y,t) quando o oscilador estâ 

Isolado, ou seja, r~ O na eq. (3b.31). Usando a condição Inicial (4b.l) 

podemos escrever p(x' ,y' 1 0) como 

p(x' ,y' ,0) • p
1 

(x' ,y' ,0) + p
2

(x' ,y' ,O) + pint(x' ,y• ,0) (4b.2) 

• onde p1Cx',y',O) = 1/11Cy'li/I
1

Cx'), p2 Cx',y',Ol = 
• • plnt (x' ,y' ,0) = 1{1
1 

(y' li/I2 Cx') + 1/12 (y' li{J1 (x' l. o termo 

pacote centrado na origem, p2 o pacote centrado em q
0 

é o termo de Interferência entre p
1 

e Pz· Quando q
0 

desprezível. 

• 1/12 Cy' ll/l2 !x' l e 

p1 representa o 

e finalmente pint 

» v este termo é 

Nossa Intenção é estudar a evolução temporal de p(x,x,t) que é 

obtido através de (4a.26) (obviamente após a mudança de variáveis (x,y) 

~ (q,~) para q = x e~= 0). Como a evolução de pé llne~r temos que 

p(x,x,t) = p1Cx,x,tl + p2 Cx,x,t) + pint(x,x,tl (4b.3) 

onde p1 e p2 representam os pacotes 1 e 2 se eles estivessem sozinhos no 

potencial (e cuja dinâmica já nos é bem familiar) e 

(4b.4) 

A expressão (4b.4) nos diz que o termo de interferência é mais intenso 

quando os dois pacotes coincidem. nn n Em particular, quando t = - + 
"' zw o 

pode-se calcular (4b.4) como 

( nn "] (~o l Pint x, wo + 2wo « cos ~ x (4b.S) 

Este resultado nos lembra multo o de uma experiência de interferência em 

ótica quando a Intensidade luminosa em um anteparo, provocada pela 

emissão de luz de duas fontes (coerentes) distantes, é Qada por 

(4b.6) 
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onde ! 1!I2 J é a intensidade devido à primeira (segunda) fonte e ~(x) é 

uma função da medida linear ~ sobre o anteparo. 

As equações (4b.3) e (4b.4) são a origem de nossa nova 

questão. Se repetissemos todo o problema com a expressão (3b. 31) com 

r " O, o caráter llnear da evolução temporal seria ainda preservado e 

teriamos 

(4b.7) 

onde agora p
1 

e p2 representariam pacotes sujeitos ª dissipação como em 

(4a.31) e pint(x,t) seria dado por 

(4b.8) 

que é ainda da forma (4b.4), exceto pela presença de um fator de 

atenuação exp- f(t). A pergunta que surge naturalmente é; como a função 

de relaxação f(t) se relaciona com a função de relaxação 7t do movimento 

dos pacotes? 

Em principio a questão é simples, pois f(t) pode ser obtida 

diretamente quando resolvemos a integral 

pint(x,x,t) = Jdx'dy' J(x,x,t;x' ,y' ,O) pint(x' ,y' ,O) (4b.9) 

onde pint(x',y',O) é dado por (4b.2) e J é o propagador em (3b.l!). As 

integrais são, como ante$, gausslanas e de simples resolução. Para 

facilitar nossa análise da exponencial em (4b.8), vamos definir algumas 

quantidades como 

« • L 
"' o 

"' s .. 
"' o 

( ) [
a sin sa so] q a • q

0 5 + cos ~ exp -aa 

À 
c 

ll . -
"'o 

a a 

CR(a,Ã) • si:2se Jlsin[s(e-e1)]cos[+1-a2)Jsin[s(a-(12)] • 
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e 

• exp(cx(e1 +e2)]de1de2 

A c 

IR(e) = ~ I d;\. ;\. cn(e,A)coth(K~) 
o 

2 Q(e) • l+cx!R(e)+(cx+S cotan Se) 

.. 2 ( a ) • ..:_2_.::0:.:('-"e-'-l ..:•:.:i::n:_
2

_,_( s;;;e=-)'---=e=x!;.p_-_;(:.::2:::"=-e ) 
52 

(4b.!O) 

em termos das quais o fator de atenuação é escrito como 

exp -f(t) = exp - (4b.!!) 

e a nossa meta é a análise deste expoente. 

Antes de iniciarmos a análise propriamente dita, convém notar 

que as expressões em (4b.10) são provenientes da integração (4b. 9) no 

caso do movimento sub-amortecido (r < w ) e w = 0. Quando r > w 
o o o 

devemos lembrar que w = i ~ (como na seção anterior) e as demais 
o 

funções devem ser convenientemente modificadas. 

Tanto para o movimento sub-amortecido quanto para o 

super-amortecido, a função g(e) • «IR(e)/Q(e) é tal que g(O) =O e 

g(co) = 1. Consequentemente, o fator de atenuação tende a exp -(N/2) 

quando t • ~. onde N = q2/40'2 (note que N é o número médio de quanta de o . 
energia, hw

0
, do oscilador harmônico no instante inicial). Como estamos 

interessados em situações tais que q0 ·» v, temos N » 1 e podemos 

considerar o fator de atenuação como nulo a tempos longos. Na realidade, 

a interferência residual, exp -(N/2), quando t ~ ~. é devida ao fato de 

termos desprezado o "overlap'' 1n1c1al dos pacotes de onda na 

normalização de P:(x' ,y' ,O). Se levarmos em conta esta correção, a 

contribuição anômal, da interferência residual lrâ desaparecer. 

A anãlise que faremos de g(9) envolve um estqdo cuidadoso de 
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seu comportamento em alguns limites de interesse. Nesta seção, estaremos 

Interessados em estudar a destruição de Interferência nos llml tes de 

altas e bai~as temperaturas e, em cada um dos casos, estudar ainda os 

limites de dissipação fraca e forte. O estudo detalhado de g(e) nestas 

quatro situações, depende apenas da habilidade matemática de quem se 

candidate a tal tarefa. A apresentação expllclta dos detalhes 

matemáticos serviria apenas para extender desnecessariamente esta seção 

5em acrescentar absolutamente nada à fisica Q.o probl.,ma. Vamos, então, 

apresentar apenas os resultados finais desta análise aconselhando ao 

leitor a referência [25) para maiores detalhes. 

Para todos os limites de interesse o termo de atenuação de 

interferência pode ser aproximado por 

exp - ~ exp -rt 

onde a constante de relaxação de interferência, r, é dada por 

r = 

altas temperaturas (K « !) 

2NkT 
~ se 'l « (1)

0 o 
2 

2NkT "'o 
h(l) 2'l se 'l » (I) o 

o . 

N,- se,-«(1)
0 

baixas temperaturas (K » 1) (1)2 

N ..!?. :o 2'l se ,- (l)o 

(4b.l2) 

o que nos mostra que r é sempre dado pela <::onstante de relaxação do 
2 

pacote lr se r ~ w e w 121 se 1 ) w
0

l multiplicada por uma função ela o o . 
temperatura (N se kT c bw0 e 2NkT/hw

0 
se kT :o hw

0
l. Como estamos 

tratando o caso N » 1 vemos que o tempo necessário para a destruição do 

termo de interferência é IJU.Jlto JQ~nor que o teapo gasto pelo5 PiilCOtes 
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para atingir a situação de equilibrio. Dependendo da preparação do 

estado inicial do oscilador, vemos que este tempo pode, inclusive, ser 

bem menor que o periodo de oscilação natural do sistema. Desta forma os 

dois pacotes se comportariam como duas distribuições clássicas em 

movimento harmônico amortecido. A introdução do melo disslpativo serviu 

para destruir o efel to quântlco em uma escala de tempo bem curta 

tornando o sistema ''mais clássico". 

A interpretação fisica deste fenômeno é bem simples. Vamos 

considerar um oscilador harmônico, preparado como uma superposição de 

dois pacotes centrados na origem ~ em um ponto z, fracamente acoplado a 

um banho de osciladores a T ~ O. 

O estado inicial do sistema composto pode ser aproximado por 

(4b.15) 

onde lO> é o estado fundamental do banho de osciladores e I~ > e I~ > os o z 
dois pacotes do oscilador de interesse. Vamos ainda assumir que II/I > 

o 
seja o estado fundamental do oscilador quando desacoplado e que lt/1 > 

z 
contenha um número médio N de quanta de energia. 

Depois de decorrido um tempo T (tempo de relaxação do sistema 

de interesse) o sistema composto está no estado final 

(4b.l6) 

onde IN> é o estado do reservatório que contém N quanta de energia hw . 
o 

Vamos, agora, investigar o estado Qo s~stem~ composto após o 

oscilador ter emitido o equivalente a um quant~ de enegla hw para o 
o 

reservatório. Como a emissão de N quanta de energia dã-se em T, a 

emissão de um único quantum dar-se-á em TIN. Por outrQ lado, como a 

hamlltonlana de interação envolve, explicitamente, a coordenada do 

oscilador, o estado do sistema em TIN pode ser aproximado por 

1•1> • lj >e ll> + lj >e lO> z o (4b.l7) 

ou seja, a forma da hamlltonil!na de interaçlo faz com que estados do 
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oscilador centrados em posições distintas se correlacionem com 

diferentes estados do reservatório. Usando então a ortogonalidade entre 

lO> e 11> podemos escrever o operador densidade reduzido do oscilador 

como 

= I~ ><~ 1+1~ ><~ I z z o o 
(4b.18) 

que é uma mistura estatistlca na representação de coordenadas. Portanto, 

os termos resporisávels pela interferência entre os dois pacotes decaem 

em um Intervalo de tempo da ordem de TIN, de acordo com (4b.14l que foi 

obtida sem qualquer hipótese sobre a intensidade do acoplamento com o 

banho. 

Um raclocinio bem semelhante pode ser usado a temperatura 

finita. A única diferença é que, neste caso, devemos considerar as 

transições induzidas pelo reservatório como função da temperatura. 

Tentemos entender este mecanismo de uma forma bem simples. 

Como vimos anteriormente, a perda (em média) de um quantum de 

energia é suficiente para que haja a destruição da interferência entre 

os dois pacotes. Por outro lado, sabemos que tanto l~z>' que evo:ui de 

l~z> em T/N, quanto o próprio l~z> estão centrados em posições z e z, 

respectivamente, e, portanto, não são auto estados de energia do 

oscilador. Todavia, como estamos apenas procurando entender o mecanismo 

que nos leva a (4b.13), vamos assumir que na expansão de l~z> (l~z>) em 

auto estados de energia predominem as componentes de energia E
1 

(E2 ) e 

que E1-E2 s hw
0

. A evolução temporal do número de ocupação destes dois 

estados é dada pelo sistema [26] 

(4b.l9) 

onde, obviamente, desprezamos a influência dos demais estados (E1) na 

escala de tempo em que estamo~ interessados, O fator A é da ordem de 
-I ( TIN l (taxa de emissão espontãne~ de 1 quantum de enersia a T ~ O) 

enquanto que 
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U(w l 
o A [ I ] =- • B hw 

exp kTo I 

A solução de (4b.l9) é simples e resulta em 

(4b.20) 

(4b.21) 

e, consequ~ntemente, o tempo de destruição de interferência reduz-se a 

(4b.22) 

que no limite de altas temperaturas pode ser aproximado por 

(4b.23) 

de acordo com o resultado obtido em (4b.13). 

Vimos, então, que a rápida destruição da interferência entre 

pacotes de onda em um meio dissipatlvo é consequência do acoplamento do 

sistema .com seu reservatório que faz com que pacotes centrados em 

posições distintas possam se correlacionar com estados mutuamente 

ortogonais do reservatório, causando, assim, a relaxação dos termos não 

diagonais do operador densidade reduzido do sistema. A temperatura 

finita, este processo é acelerado devido às transições induzidas pelo 

reservatório. 

Obviamente, as aproximações e hipóteses usadas nos últimos 

parágrafos não são, de forma alguma, rtgorosas. Nossa intenção foi 

apenas entender com argumentos simples os resultados (4b.13) e (4b.14l 

que, por sua vez, surgem de um cálculo bem mais cuidadoso. 

c) Tunelamento de uma Particula Brownlana (decaimento) 

Nesta seção, pretendemos deduzir uma express4q que nos permita 

calcular a taxa de decaimento (por tunelamento) qe uma particula 

Brownlana sujeita ao potencial 
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V(q) I 2 2 3 
= 2 M "'oq - Àq (Ã > 0) (4c.ll 

quando a partlcula encontra-se, inicialmente, no minimo local, q = O, 

deste potencial. Evidentemente, precisamos definir com mais precisão o 

problema que vamos atacar, devido à~ inúmera~ questões relativas a 

tunelamento que podem ser levantadas neste mesmo problema. Nosso 

interesse particular será responder 's se~ulotes perguntas: 

il Considerando que a particula brownlana encontre-se em equilibrio com 

seu reservatório a T ;;;; O na posição metaestável q =a: O, qual é a 

probabilidade dela deixar esta poslçlo via tunelamento qu!ntico? 

11) Será possivel descrever a taxa de tunelamento apenas em função das 

constantes fenomenológicas da equação de movimento clássica? 

A fim de estabelecer um critério de comparação das nossas 

futuras expressões com outras já conhecidas, vamos rever a fórmula de 

tunelamento de uma particula no mesmo potencial quando ~ = O. 

No apêndice I I I, introduzimos um método para abordar este 

problema via integrais funcionais. Apesar do método ser um tanto 

sofisticado para o caso não dissipativo, ele será de grande utilidade 

quando· aplicado para ~ ~ O. 

O ponto central do nosso cálculo é a fórmula A(III.34l que nos 

dá diretamente a taxa de tunelamento por unidade de tempo, 

[ 

8 ) l/2 
ro = 2n~h 

112 

e 
-8 /h 

o (4c.2) 

onde 8
0 

é a ação da "bounce .. que também foi introduzida no apêndice III. 

Como vimos, esta 

integrada com as 

(4c.3) abaixo). 

é solução da equação (Aili.!O), que pode ser facilmente 

condições de contprno q(Ol h•l ~ q(O) ( .. ) = O. (ver eq. 
c c 

Multiplicando a (Ali!. lO) por qc temos: 

(4c.Jl 

onde V(ql é o potencial (4c.!). Integrando (4c.3) temos 
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e, portanto, 

Mw2 
o 

=2 

onde V
0 

é a altura da barreira de potencial (ver figura 4), 

V{q) 

q 

Fig. 4: O potencial (4c.l) 

que em termos dos demais parâmetros de V(q) escreve-se 

Computando-se os demais termos de (4c.2) podemos escrever r
0 

como 

f
0 

:;I A
0 

exp-
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onde 

~ n fiw 
o 

(4c.8) 

que.- como era de se esperar, coincide com a exprest;;ão de r calculada na 

aproximação WKB. Apesar de não termos explicitado o cálculo da razão dos 

determinantes em (4c.2), este pode ser encontrado em [28}. 

No caso ~ - O o ponto de partida para a obtenção de r é muito 

semelhante ao que usamos no apêndice 111. Consideremos o operador 

densidade do sistema composto em equll1br1o a uma dada temperatura 

(k~J- 1 . De forma análoga a AIII.7 (apêndice !I!) temos 

(4c.9) 

O operador densidade reduzido da partícula é, então, 

- I" ··I· " .. p (x,y.~)= dK p (xR;yR)= dR L.~ (x,K)~ (y,R) exp -~E eq eq n n n 
n 

(4c.10) 

ou ainda, usando a representação de integrais funcionais temos 

I I J
xR S "' ...... -H ........ ' .... E .... peq(x,y,~)= dR<xRie ~ lyR>= dR •Dq(T' )DR(T' )exp- ~[q(T' ),R(T' )}, 
y,R 

(4c.ll) 

onde H é a hamll tonlana do sistema composto e SE a ação Euc!1deana 

co_rrespondente. Usando exatamente o mesmo tipo de argumentação que a do 
' 

inicio do apêndice III, podemo$ calcular a-energia do estado metaestável 

do sistema composto to01ando o Umlte quando ~ • co (T • ()) de (4c.10) 

quando x = y = O. Definindo T • ~ temos 
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Por outro lado, o traço da integral funcional em R(y') em (4c.12) já·foi 

tomado na seção 3c e o resultado final apresentado nas fórmulas 

(3c.14-16); aqui reescrevemos por mera conveniência: 

o 
p(O,O,~) ~ p (~) J Dq(T') exp -

o o 
s 
eff(q(T' li 

h 

onde 

T ,. T s. (q(l'' n~I {!. Hcl+V(q)L.T. + !L I dt" I dT' eff 2 r 4tt 
o -.. o 

2' {q(T' )-q(T")} 

(y'-y")2 

(4c.13) 

(4c.14) 

Temos, então, um problema análogo ao que tratamos no apêndice 

I I I, com a diferença que· a ação no expoente do integrando contém uma 

influência efetiva do banho de osciladores no estado de equllibrio da 

particula. Outro ponto em variãncia com o exemplo do apêndice 111 reSide 

na interpretação da parte imaginária da energia em (4c.12). No presente 

exemplo, E é. a energia do estado metaestável do sistema composto 
o 

particula-reservatório. Aqui também podemos mostrar (ver abaixo) que 
a existem auto valores nulo e negativo na diagonalização da 2- derivada 

funcional da ação e, portanto, ImE * O. Como devemos interpretar esta 
o 

quantidade? 

O sistema composto particula-reservatório está ~ujelto a um 

potencial N+l dimensional (3a.20) que possui além do minimo metaestável 

em de • (q,Rl ; (0,0). um ponto de sela em 
2 2 

• [:~o .... ,- :k ~ =:· .. .). (q,Rl ~ Como estamos tratando o sistema 

composto a T = O, a única interpretação cabive•l para lmEQ é que esta 

quantidade seja proporcional à taxa de tunelamento deste sistema N+l 

dimensional para fora da configuração (O,O). Por outro lado, como a 

particula de 

associar ImE 
o 

interesse é a única das 

à taxa de tunelamento desta 

N+l capaz d~ tunelar, vamos 

particula sujeit~ • influência 

do banho de N oscilacjores. Desta forma, o cálcl!lo de 1~0 r~~ponde !ou 

deve responder) às questões originais desta seção. 

Nosso próximo passo é, então, mostrar que apesar de termos que 
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tratar com uma ação efetiva bem mais complexa que a do caso ~ = O, nosso 

problema é exatamente o mesmo que resolvemos no apêndice 111. 

Quando T ~ ~ (ou seja, T ~ O), a derivada funcional da ação 

Seff(q(T' 11 em qc(T') é dada por 

(q (T' )-q (T") 1 
--~c ______ c~---- 5 O 

(T"-Tu)2 
(4c.IS) 

onde a úl tlma igualdade segue do fato de estarmos trabalhando com a 

aproximação de fa~e eatacionária. E~ta equação de movimento, assim como 

no caso ll = O, é invariante por inversão temporal (T' • --r' J e por 

translação da origem 

mostrar a existência 

do tempo T' (T'~T'+T), 
o 

o que nos permite 

de uma so 1 ução do tipo •• bounce 11 quando T ~ co. 

Multiplicando a (4c.15) por qc' temos 

" d~' [~ Mqc-V(qc)} = qc(T') ~ J d-r" 
-oo 

(q (T' )-q (T") 1 
c c (4c.16l 

que é 

tempo. 

A2), a 

qc(T' J 

uma fórmula expllcita da variação da "energia euclideana" com o 

• Desta forma, se tormarmos qc(-oo) = O (topo do potencial da flg. 

solução qc (T') começa a aumentar sua 11 energia total"' à medida que 

aumenta, até o ponto de retorno êi em T = O. A partir deste 

instante, qc{T') < O, e consequentemente toda a "energia" ganha de 

q = O a q = q será dissipada na mesma taxa em que foi ganha, o que c c 
implica em qc(+ co)= O. Portanto, quando T ~co (T ~O), a (4c.14) admite 

uma solução do tipo "bounce". 

Uma vez que o lei to r tenha se convencido com esta 

argumentação, o mesmo tipo de análise que fizemos no apêndice li segue 

trivialmente. Por exemplo, a flm de estudar a estabilidade de q (T') 

devemos analisar a zã variação de Seff(qc1' que é o mesmo que estu~ar o 

seguinte problema de autovalores 

(4c.!7) 

• 
onde o operador diferencial D atuando em q(T') é dado por 
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D q(T') = -M d
2
q(T') + V" (q )q(T') + :!! [ q(T' )-q(;") d;" . (4c.l8) 
d1:'2 C 11 (y"-T")2 -.. . 

Derivando a (4c.15) com relação a 't' pode-se também mostrar 

que qc é uma auto-função de (4c.18) com auto-valor nulo. 

uma função par (e bem comportada sobre toda a reta) 

Por q (1:') ser 
c 

qc(o)· = o e, 
portanto, a solução de À = O 

então, concluir que existe uma 

possui um zero para y' • :1: oo. Podemos, 

auto-função q (-r' ) com À < o. o . 
Devido a esta análise podemos escrever d1retamente.o'reSultado 

correspondente ao tunelamento da particula acoplada a Um reservatórlOi 

= [llqcl] 
112 

r 2nh 

1/2 det 10
0 

det' ID 

I .. ·2 
qc (T' )dT' (note que, em geral, 

-.. 
igualdade quando a "energia" se conserva), 

2 e [) é o mesmo operador que D, substituindo-se V'' (q ) por Mw 
o c o 

(4c.19) 

(4c.20) 

Antes mesmo de tentarmos resolver a (4c.15) para, então, 

calcular B em {4c.20), uma importante conclusão qualitativa pode ser 

imediatamente tirada desta última expressão. Devido a 8 ser escrita como 

a soma de 8 (ver (4c.5)) 
o 

portanto, positivo definido, 

com um termo pUrament(t quadrático, e-, 

a correção depenc:lente de 11 irá sempre 

aumentar B, o que se traduz no d.~crésclmo de r com- relação a r 
0

. Ou 

seja, já podemos concluir que a d1ss1paçao tend~ a· reduzir a taxa de 

tunelamento da part1cula browniana. Neste ponto, cabe enfatizar um fato 

muito importantei a dissipação, ou melhor, o· ecoplt,ento a um 

reservatório, nem sempre tende a inibir o tunela•ento. A forma (4c.20) é 

resultante de um modelo multo especifico de lnteraçlo' partlcula-banho. 
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Na realidade, existem outras formas de acoplamento que tendem a assistir 

o processo de tunelamento mesmo que seu efeito na equação de movimento 

clássica da partícula seja o de uma força disslpativa. Dã-se o nome de 

"dissipação anômala'' [23] a este caso particular. Apesar de extremamente 

interessantes. estes exemplos não são o objetivo de nosso curso, onde 

estamos tratando apenas do modelo de acoplamento para o movimento 

brownlano (dissipação 6hmlca). 

Vamos inicialmente ef;tudar ~ corre,çlo a 8
0 

em função de 1). 

Apesar deste problema ser de extrema complexidade, dois limites 

particularmente importantes podem ser resolvidos analiticamente, a 

saber, os limites ~ ~ O 'e l) ~ m. 

No caso 'lJ ... O, suponhamos que a solução qc(T' )'seja do tipo 

(4c.21) 

(O) onde q é a solução da equação quando l) = O (4c.4). Ao substituirmos 
c 

(4c.2!) em (4c.20) vemos que para obter correções 0(1)) à ação B devemos 

apenas computar a integral dupla em (4c.20) para q (y') = q(O)(T'). Os 
c c 

demais termos serão 0(1)2 ). A integral acima mencionada pode ser 

resolvida em duas etapas. Em primeiro lugar, definimos novas variáveis 

de integração u = T' -T" e v • (T' +'t' 11 )/2, o que nos permite reduzi-la à 

seguinte Integral 

AB " B-B = 21) q2 J"' dx {=s=in:::h::.
2
...:x:.._--=3:.:x_c;;.o=.t:.:h.:....:.x:.._+_;:3} 

0 Jn x2 slnh2x -.. 
que pode ser resolvida por residuos resultando em 

AB 

.. 
onde u • 1)12Hw e ~(3) = E !_ 

0 
n=l n3 

(4c.22) 

(4c.23) 

De forma a investlsar o llmlt~ ~ ~ •· vamo& escrever a equação 

de movimento (4c.15) em função da tran~form~da de Fourier q(w) de q(T' ), 

Usando que 
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I 
... 

q(T' ) = ~~~ . q(wle -iw..-' dw 

-.. 
(_4c .. 24) 

temos 
·-! 

{Mw
2

+"1wi+Hw!rcwl - --~ [ q(w-w' lqCw' ld~' .. o 
; -GD 

(4c.25l 

Como e$tamos particularmente interessados em sqluç~e!ill sup~r-amortecl,d~S; 

espe'~~os qu~ a co~tribuição principal em q(w) seja devida a frequências 

baixas e, portanto, devemos desprezar o termo em w2 em (4c.25l. Assim, 

assumindo que qc(w) seja da forma 

q (w) =A e-Kiwl (4c.26) 
c . 

temos 

o que implica em 

21l1J 
A = 3À e 

(4c.27) 

K =-Zcx (4c.28) 

A expressão para 1< em (4c.28) realment<~ no151 m<;>strl!. que a 

contribuição principal em q(w) vem de frequêncta.,~ /'! ~ •"~ó•·· j6,.J{IIO f/..;" 1, 

justificando de forma auto-consistente o fato de't~rmo~ l~Qrado o termo 

Hw2 em (4c.25l. • I ,_,, 
{. 

Substituindo a (4c.26) em (4c.24), usandif a (4c.28) e 

efetuando a integração, chega-se a 
b ,)1\ ---.,' 

(4c.29) 
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A ação correspondente a q (y' ) é, então, 
c 

I B ~ Zn 

Zn 
=9 

~ ~ I {~(Mw2+~1wi+Mw~)q~(wl+~" I dw' 
-OD -CD 

q (w)q (w-w' )q (w' )LAw = 
c c c r 

(4c.30) 

Conclulmos, então, qu<: a dissipação sempre aumenta a ação da 

"'bounce", o que implica na diminuiçlo de r. "ais ainda, a correção que 

surge devida ao acopl~mento com Q banho, pode ser escrita em função da 

dissipação fenomenológica tJ. Apesar de ainda termos que analisar o 

pré-fator, pOdemos ~e~uramente afirmar que há um decréscimo em r Já que 

a exponencial dá a contribuição principal para a taxa de tunelamento. 

Para valores intermediários de .,, não é possivel obtermos uma 

solução analítica para (4c.25). Entretanto, argumentos de cálculo 

variacional podem ser usados caso desejemos encontrar limites superiores 

e inferiores para Bh)). Apesar de não apresentar os referidos métodos 

neste trabalho, gostaríamos de sugerir a referência [11] para maiores 

·detalhes do que foi acima mencionado. 

Outro ponto que não será abordado nesta seção é o decaimento 

com dissipação a temperaturas finitas. Neste caso, três abordagens 

básicas são usadas na generalização do que aqui vimos. A primeira delas 

é muito semelhante ao que fizemos para temperatura zero com a diferença 

de atribuirmos à parte imaginária da energia~. F, uma interpretação 

de constante de decaimento. Assim a expressão para r deve ser 

generalizada para 

r 2ImF 
=-h- (4c.31) 

onde a expressão para F calcula-$e exata~ente como para E0 com a 

diferença de que os limites de lnte~raçl~ em (4c.14l são todos mantidos 

finitos [29,30,31). 

A segunda abordasem é l!ftla !lenerallzaçll.o do caso T • O onde o 

autor faz uso explicito das funç~ee de onda WKij no potenclal metaestável 

IJZ), enquanto que a terceira abordagem [33) é l!ftla apllcaçll.o direta dos 
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métodos de Feynman e Vernon (19,20]. 

Em qualquer um dos três casos as soluções anallticas não são, 

em geral, acessíveis exceto nos limites 

onde computa-se uma correção proporcional 

de temperaturas muito baixas, 
2 . . . 

a T ao resultado de l = O, ou 

no limite de altas temperaturas onde o resultado clássico de Kramer·s 

(34 I é reobtldo, 

O teste experimental da validade desta teor la foi fel to 

Inicialmente (35] medindo-se a probabilidade de se obter uma voltagem 

f1nlta entre os teJ·mtnais de uma junção Josephson sujeita a uma fonte de 

corrente. Antes de se atingir a corrente critica lc existe uma 

probabilidade finita de geração de voltagem evidenciando, então, a 

possibilidade de haver tunelamento de linhas de fluxo pela junção. 

Apesar desta experiência não ser exatamente a proposta na introdução, a 

física envolvida é basicamente a mesma. Experiências mais recentes 

indicam que nos SQUIDs os resultados são os mesmos em função dos 

parâmetros do circuito supercondutor. 

As taxas de tunelamento medidas a temperaturas ultra-baixas (~ 

5 mK) e sua extrapolação para T = O concordam plenamente com as 

previsões teóricas no que diz respeito à contribuição dominante em r, ou 

seja, sua parte exponencial. Quando ao pré-fator, o problema ainda 

encontra-se em aberto. 

V. ConclusÕes 

Neste curso vimos que é poss1vel descrever a dinâmica quãntica 

de uma "partlcula browniana" sem precisar recorrer a novos métodos de 

quantização. Levando em conta explicitamente o acoplamento da particula 

com um reservatório convenientemente escolhido fomo$ capazes de 

descrever inúmeros efeitos puramente quànticos desta partícula e, 

consequentemente, estudar a influência da dissipação nestes processos. 

A conclusão imediata que trivialmente chegamos é que a 

dissipação da forma ~ na equação clássica de movimento influi de forma 

a destruir efeitos quântlcos tais como lnterferênciiil ou tunelamento. E 

mais, as expressões matemáticas que refletem esta 1nfluênc1a podem ser 

univocamente descritas em função da constante de dissipação 1). Portanto, 

poderíamos dizer que a dissipação fo1ça o sistema a ser "mais clásslco 11
, 
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Apesar de termos usado um modelo extremamente ~imple~ .para o 

reservatório, podemos argumentar que. por· mais complexo, que· ~os~·~· ser 

este reservatório, sua interação efetiva com a particula externa pode 

ser descrita por (3a.l-3). Um argumento bem geral nesta direção pode ser 

encontrado em [11] enquanto que exeaplos especifico& de reservatórios 

não harmônicos podem ser encontrados em [36,37]. Entretanto, em todos os 

casos de interesse. a parte relevant• da laaranseana do sistema composto 

quase sempre reduz-se a (3a.l-3) com a funçlo espectral J(w) dada por 

(3a.10-11). Convém notar que o comportamento linear de J(w) para baixas 

frequênclas é fundamental para quo possamos obter um termo disslpatlvo 

da forma lJ<I. 

Obviamente, o estudo da dlnàalca qulntica de sistemas 

não-isolados ainda é um campo extremamente fértil para futuras 

pesquisas. A abordagem aqui apresentada é apenas uma direção (que 

mostrou-se ser suficientemente confiável) a ser possivelmente tomada na 

investigação de sistemas mais complexos. 

Gostaria de finalizar agradecendo ao Prof. L.E.M.C. de 

Ollvelra por inúmeras sugesU!es fel tas à redaç!io deste manuscrito e à 

Sra. Rosa Yukiko Kawaguchl pelo trabalho de datilografia. 
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• 
APENDICE I 

Neste apêndice, nossa 1ntençlo é Introduzir a representaçlo de 

Integrais funcionais para o propagador K(x,t;x' ,0). Como sabemos, 

K(x,t;x' ,0) • (xle-!Ht/blx') (AI. I) 

z 
onde H~~+ V(q), 

Se agora subd1v1d1r•os o intervalo de tempo (O,t) em (O,t1J ~ 

1t1,t2J ~ ••. ~ (tN-I'tl podemo• escrever (AI,!) como 

-1Hit-tN-I)/b -lH(tk-tk-ll/b -iHt1/b 
l((x,t;x',Ol=<xle ... e "'" · (x'> 

(AI. Z) 

onde temos N exponenciais. Se lntrodu:zlrmos ._ r(t~açlo de completeza .. 
J dxk I xk><xk I • I (I " k " N-1) entre cada exponencial temos 

-co 

-lHt /b 
lx1><x11e 1 (x'> (AI. 3) 

Fazendo o comprimento e d!l cada um dos intervalos (tk' tk-l I tender a 
zero (N ~ w), podemos escrever para o k-éslmo intervalo, 

(AI. 4 l 

com xN ~ x e x
0 

• x' , ou ainda 
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(AJ.ó) 

Mas, como 

IAJ.7l 

a equação (AI.6) pod• ser reeacrl~~ como 

(AJ.8) 

que quando tem seu fntegramto exponenclado nos dâ 
.•.. 

K("k, tk 1"k·1' tk-1 l " zlri [d'\ !lXP J ~1V"k-1) 
. . . ' -CIQ- ;t.-_,-;'"' ·' 

· ... ·. l· .. ·' 
sxp- ~(2: + Y(Xkll· 

(AI. 9 l 

A integral em pk pode ser resolvida trivialmente, tendo como resultado 

( 
11 )1/â ~f;("' 

~ 2K~he exp 1 li . 2 

.. 
(AI. 10) 

Substituindo (AI. lO) em (AI.3), temos finalmente 



K(x, t;x' ,O) 

2 
te [m (xk -xk-1 1 

exp E il 2 ~2~-
k e 

(2wl~e) 112} 

(A!. I!) 

Tomando o limite e • O e lembrando que e= Atk • tk-tk-l 
podemos escrever (AI.!!) da seguinte forma simbólica: 

K(x, t;x' ,O) • ~ [ dx(t' l exp! S!x(t' ll 
t'=O N h -.. 

t 

onde S[x(t' )] • J {i mX2 - V(x)}dt', ou ainda 

o 

X 

Klx,t;x' ,0) = J Dx(t' l 

x' 

. 1 
exp ii S[x(t' )] 

(AJ.12l 

(AI.13) 

que já tem em Dx(t') o fator de normalização N de (AI.12l. Portanto, 

conseguimos escrever o propagador como uma soma das exponenciais das 

ações sobre cada trajetória ligando os pontos x' e x. Esta é a famosa 

representação de "integrais de trajetórias" que é devida a f'eynman [19]. 

Nosso próximo passo, será resolver dois exemplos específicos; 

a particula livre e a Lagrangeana quadrática. [19] 

I) Particula livre: 

Neste caso, V(q) = O, o que implica em 

N 
IT 

k=! 

r-.:-' i 111 { 2irii exp ii fi 

Usando o resultado conhecido de 1ntegraia Gaussianas, 
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J
" j;' -a(x-ul2 ~ -b(u-yl2 / ab ' 

du R e i e ·.ca+b) e 

-oo 

temos, por exemplo, 

ab 2 -(x-yl a+b (A!.15l 

/ . im ( , 12 
m 2hl2cl xz-x 

• 211 UiT2&T e 

(A!. 16 l 

Efetuando a integral em x3 e assi11 sucessivamente até "N é simples 

mostrar que 

(AI.17) 

iil Lagrangeana quadrática: 

Consideremos um sistema cuJa dinâmica seja regida por uma 

lagra~eana da forma 

1 ·2 • 1 2 L • 2 mx + b(tlxx - 2 c(t)x - e(t)x (AI.18) 

Queremos computar o propagador quântico deste sistema através da 

integral funcional 

X 

K(x, t;x' ,O) • J Dx(t') exp ~ S(x(t' li 
x' 

(AI.19) 

Para tal, vamos fazer uma mudança de variáveis 

y(t') • x(t') - x(t' l (AI. 20) 

onde x(t') é a soluçao da equaçlo de Euler-Lagrange de (AJ.IS): 

(AI. 21) 
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t 
Substl tulndo (AI. 20) em S • J Ldt, .lnte11rando .pof . partes e usando o . . 
(AI.21), tel!l-se: 

v( t , OI el/h S(x,x' ,tlG(t) .. x, ;x , " 

o 
G!tl•J Py!t') 

o 

(AI. 22) 

!AI. 23) 

é Ul!la integral sobre trajet6tlQ y(t: I tal& que y(t) • y(O) "' O, Esta 

integral funcional pode ser resqlvldâ · el!l sua vers•<;> disçr!!H:Zada col!lo 

veremos no que segue. 

Com o auxilio de (AI.ll) a (AI.23) SOl red.u:~;. a 
· · · ,.,, ~-''~!t'í:' !.:,·c(·_~·_,-, 

. . N/2 N . ·'··v•t . 

G(t). 11m J ... Jdy, ... dyN-t(z,.~!IE) exp ~ I: {;cYP':í'-'1)~+ cj'-ly~-!}•' 
N~w J•l · 
c~o 

Ne;;=t · ~ :::;-- t 

(.\1. 24) 

" .. ~, l 
~N-1 (AI. 25) 

e a matriz 

Y.(<J> _,j '';}t 
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2 -1 o -cl. o 
-1 2 -I 

.. 
tT .. 21h o ... 1 ,· "2 + 1!! 

2h 

.-1 o 
-1 2 

pode-se escrever (AI.24) como 

G(t) = llm 
N•oo 
e•O 
Ne~t 

( 
m ]N/2 f N•1 T 

2w1he d ~ exp -~ tr ~ 

< ' ' ,. 
' .··· ',.,1.26) 

., 

(AI. 27) 

A matriz tr pode ser diagonallzada · através de \,',í'á tra,;sio~mação. de 

similaridade 

.. 
onde U é tal que U U " I. SeJa ( • u~·; então, 

desde que det tr • Q. 

Substituindo (A!.29) ea (AI.27) olll~éa-se 

G(t) • 11111 

N•'" 
e•O 
Ne~t 

e o nosso problema passa a ser o cálculo de 

(A1.28) 

(Al.29) 

(AI. 30) 



f(t) • 11m 
N~oo 

c~o 

que, por sua vez, nos obriga a efetuar o seguinte determinante: 

2-1 o 
c, o 

[2!h"]N-Idetv • det 
-I 2 

.,2 --m 

-2-1 o CN-1 
o -1 2 

Usando a expressão de érj+l em menores pode-se mostrar que 

j • t .... ,N-2 

onde p1 = 2-c2c1tm e p
0 

~ I. Reescrevendo (AI.33) como 

= -

(AI. 31) 

(AI. 32) 

(AI.33l 

(AI. 34) 

e definindo ~(t) • e pj' vemos facilmente que quando e ~ O ,esta equação 

de diferenças finitas transforma-se em 

cct>f!t> 
m 

com condições iniciais que pode~ ser obtidas através de 

~(O) • e p ~ O o 
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2 

d<PI • e(pl-po) 
dt taO C 

• 2 
e c

1 ----m I • I (AI. 37) 

Consequentemente, a funçlo f(t) definida em (A1.31) é solução 

de 

(AI.38) 

df(O) com f(OJ • O e -ar-- • I e, finalmente, podemos escrever o propagador 

(AI. 22) como 

portanto, 

No caso particular 

f(t) é tal que 

de um oscUador harmônico, c(t) 

com as condições iniciais de (Al.38), o que nos leva a 

f(t) = sln wt 

"' 

(AI. 39) 

z 
=nu.> e, 

(AI. 40) 

(AI. 41) 

Ht A representação do t~lemento de matriz <xlexp - 1 111x' > por 

uma integral funcional (AI .13) pode ser também usada para o operador 

densidade, p(x,x' .~), do sistema em equ111brlo, Como sabemos, 

-IIH <xlplx'> = <xle lx'> CAI. 42 l 

o que nos permite visualizar o elemento de matriz do operador densidade 

como sendo o propagador do mesmo sistema par• tempos complexos, ou seja, 

t • -illll CAI. 43) 
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Usando, então, a eq. AI.!3 e efetuando a mudança de variáveis (A!.43) 

tem-se 

" 
p(x,x' ;~) • J Dx(T) exp - i SE(x(T)) 

x' 
(AJ.44) 

onde 

(AI. 45) 

é a chamada ••ação Euclideana" do sistema. 

Finalmente, devemos enfatizar que ambas as representações 

podem ser generalizadas nas formas (Al.13) e (Al.44,45) para um número 

arbitrário de componentes e/ou dimensões do sistema. 

80 



APENDICE li 

Ao longo do capitulo 3 do nosso curso mostramos que o operador 

densidade reduzido de uma particula em um determinado instante t pode 

ser escrito como em (3b.8) com J(x,y,t;x' ,y',O) dado por (3b.31), no 

caso especifico do banho de osciladoree. Conforme mencionamos 

anteriormente, estamos interessados em deduzir uma equação dlferenclaJ 

para p(x,y,tl no limite clássico, 

J(x,y, t;x' ,y' ,0) reduz-se àquela 

escrever a evolução de P<x.y,t) 

infinitesimal, 

ou seja, quando a expressão para 

por (3b.33). Para tal, devemos dada 

ao longo de um Intervalo de tempo 

p(x,y,t+E) • Jdx'dy' J(x,y,t+E;x' ,y' ,t)p(x' ,y' ,tJ (Ali. I) 

onde a função J(x,y,t,t+E;x' ,y' ,t) pode ser aproximada por 

1 i i {Jt+e(l ·2 ) J(x,y,t+E;x' ,y' ,t) s A2 exp- h f(x,y,x' ,y' )exp h 2 Mx -V
0

(x) dt' 

t 

onde A é uma constante de normallzaçilo. Em (Al1.2) usamos o fato que 

qualquer caminho regular num intervalo de tempo Infinitesimal pode ser 

aproximado por uma linha reta e, portanto, a integral funcional sobre 

caminhos em um intervalo de tempo curto dev~ f!ier igual ao integrando 

multiplicado por uma constante de normalização. 

As integrais em (All.2) serão aproximadas, quando & ~O, com o 

auxilio de 

x-x ' X"'--­
E 

t+e 

J f(x(t') )dt' "' Ef(x;x•) 

L 
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onde x • x(t+e), y • y(t+e), x' • x(t) e y' • y(t). Desta forma temos 

(All.4) 

onde ~1 • x-x' e ~2 • y-y' • 

Agora, devemos efetuar a integral (All.4) quando c ~ O. Neste 

liml te, vemos que o primeiro e terceiro termos do integrando oscilam 

rapidamente e, portanto, a contribuição principal para a integral é 
112 proveniente de regiões onde ~I ~ ~2 "' (&fl/M) . Então, definindo novas 

variãveis ~Í • ~1 - r<x-y)e e ~2 • ~2 + r(x-y)e e expandindo todos os 

termos do integrando (exceto, é claro, o primeiro e o terceiro) em ~Í• 

~· e e até O(e) temos 
2 

'2 '2 
- 8p I 2 - JJ"' dW d/3' p(x,y,t)+e 8t • A2 

i 111!1 
exp- -- exp 

h 2t: 
1 111!2 r-- h -zc- p(x,y,t) 

- 8p w 
ay 2 

-.. 
ap(x-y)re + ap<x-ylrc 
ax By 

I i;> 
+z-z 

Bx 

z-
+ 8 p ., • .,. 

axay "1"2 

8p w 
8x I 

(AJI.S) 

As integrais são extendldas de -~ a +~ porque sabemos que sua 

contribuição principal provém das regiões~~ "'~2 "' (ch/MJ 1/ 2 . Efetuando 

as integrais temos que: 

a) O termo independente de € nos dá a constante de normall~ação; 
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A
2 = 21n:h/M 

b) O termo proporclQnal a e nos fornece a equação desejada 

(AII.6) 



• 
APENDICE li I 

Nosso objetivo neste apêndice é resolver o problema do 

tunelamento de uma particula situada, inicialmente, em um minimo 

metaestável de um dado potencial, v!a Integrais funcionais. 

Suponha que uma particula de massa m encontra-se no entorno do 

minimo local (q = O) do potencial da figura abaixo. Sua hamll toniana é 

V(q) 

q 

Fig. Al: O potencial V(q) = q2-Aq3 

dada pela expressão usual 

p2 
H = 2m + V(ql (AIII.ll 

onde V(q) pode, por exemplo, ser aproximado pOr uma função da forma 

q2 - q3. 

Para que possamos calcular a taxa de tunelamento desta 

particula vamos elaborar um método que nos poss!b!l!te computar a parte 

imaginária da energia do estado quântlco da particula no poço 
metaestável, pois desta forma 

-1 lER+ IE1 J ttll 
t/l(q,tla e 
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o que implica em (E
1 

< O) 

• -2IE1 It1b 
~ (q,t)~(q,t)u e 

e, portanto, 

r~ ZIImEI 

" 
é a taxa de tunelamento que queremos computar. 

(Alll.3) 

(AIII.4) 

O ponto de partida para a obtenção de ImE é a expressão para o 
. -1 

operador densidade da partlcula a temperatura (~) (ver (AI.42-45)) 

p(x,y,f3) 

X 

~ <xle-~Hiy> = J Dq 
y 

que no caso de x = y = O assume a forma 

p(O,O,f3) 

(Ali!. 5) 

(AIII.6) 

nosso segundo passo, será encontrar outra representação para p(x,y./3) 

que relacione a resolução da integral funcional em (AIII.6) com o 

cãlculo de r em (AIII.4). Para tal, vamos imaginar que o potencial da 

fig. (Al) seja função de um certo parâmetro e de tal forma que quando 

e > O, V (q) seja um potencial com um único mlnlmo (absoluto) e que ao 
e 

variarmos 1: o potencial seja deformado continuamente. Vamos supor, ai:nda 

mais, que quando e assume valores- negat.lvos, o minimo absoluto que 

mencionamos acima transforme-se no ainlmo relativo da fig. (Al). Desta 

forma, quando e > O, podemos escrever 

E (Af1!.7l 
n~o 

onde usamos a relação de completeza E l~(e)><~(e)l & I na passagem do 22 
n n n o para o 3- termo. Temos então, com ·a auxilio de (AIIJ.6) 

85 



(Ali!. 8) 

A expressão (Alll.S) pode ser aulto útll se desejarmos estimar 

a energia do estado fundamental do sisteaa (ainda para e> 0). Basta que 

tomemos f3 -t o;~ (T .,. O), pois neste caso o termo dominante na soma em 

(AIIJ.8) corresponde a n =O e, portanto, 

(AIIJ.9) 

fazendo com que a determinação de E~&) se reduza à resolução de uma 

integral funcional, onde, em geral, usamos a aproximação de fase 

estacionârla (limite seml-clâssico). 

A expressão (Alll.9) é bem plaus1vel quando e > O. Entretanto, 

nosso problema é que queremos usá-la quando e < O e nesta região do 

espaço de parâmetros sua obtenção não é plenamente justificável. A salda 

para este impasse é fazer um prolongamento analitico da integral em 

(AIII.9) para valores negativos de e. Assim sendo, além de proceder de 

uma forma matematicamente aceitável, obteremos espontâneamente a parte 
(e l imaginária de E como desejamos. 
o 

De agora em diante iremos resolver a integral funcional em 

(Alll.9l pelo método de fase estacionária assumindo e < O (para 

simplificar a notação vamos omitir o parâmetro c em nossas expressões) e 

os detalhes referentes ao prolongamento analitlco acima mencionado só 

serão abordados no momento oportuno. Obviamente, o método de fase 

estacionária é uma boa aproximação à medida que possamos operar no 

limite h ~ O, ou seja, quando a ação relevante para o nosso problema for 

bem maior que h. 

Vamos começar expandindo a ação euclideana SE[ql no entorno da 

solução qc(~) da equação 
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(AJII.IO) 

onde qc(O} = qc(T) =O (T ... oa). Temos, então 

(Ali I. 11) 

onde T • htJ ~ 

d'l . 
= -m--..,.. (S(y'-'tH)+V"(q )6(T'-T 11

) 

dT 2 i C 
(AJIJ.I2) 

e 6q(T'} = q(T' }-qc('t' }, O que' tJÍipllCa em 6q(T} • <1q(0) " O. Com •esta 

condição de contorno, podemos expandir as variações 6q(T'} num conjunto 

ortonormal de funções {q ('T'}} que se anulam nos mesmos pon'-··Então, . n 

aqc .. · > .. r o q c .. ·> 
n n n 

com ··<q~(O) • q,!T) • O 

Usando a (AIIJ.13) e (AJIJ.12) ~m ~1Hl-11l te~s; 

,., • ! 

SECc
0
,.,. ,pil, ... )=~!Jiét~ r llnc~ 

, . ···" n=C) 

e 

(AIII.I3) 

CAIII.l4) 

Portanto, usando a expansão CA!lt.''l:rf !)6411Jilos reduzir nossa lntegraçllo 

funcional 'em (Alll.9l numa' tn"te$~~-~. ~'lli~reta no conjunto (cn} da 

segulnt'l forma 



r SE SE 
Dq exp - --lq1 ~ exp - --lq 1 o h h c 

onde, agora, as variações, õq, dos caminhos q(T'} foram substituídas por 

var·lações dos parâmetros {c }. Na expressão IAIII.I5), J é o jacoblano 
n 

da tr·ansformação q(l:' I • (c
0

} e N é Q já conhecido rator de normallzação 

de integr alo fundonals. Efetuando a (Alii.IS) temos 

o SE SE (~:hll/2 fooq exp- hlql ~ exp - --lq I J n 
h c li n 

112 
SE I I (AIII.16) " NR det [ -ma~+V" (qc) 1 

exp - --[q 1 
h c 

onde NR ~ N/J TI V2nh e TI Ãn é, obviamente, o determinante do operador 

2 n n 
o ·sE/oq('t'' )ilq('t'") I Apesar de compacta e elegante a expressão 

qc 
(Alll.l6) deve ser cuidadosamente analisada antes de tentarmos aplicá-la 

nos casos de interesse. No que segue, faremos esta análise em etapas. 

Primeiramente, vamos investigar com mais detalhes a solução 

q (•') de (Ali!. lO). Podemos constatar trivialmente que esta é a equação 
c 

de uma partícula clássica sujeita a um potencial -V(q) e sujeita à 

condição de contorno q (O) = q (T) = O no limite T -. lXI (ver figura a 
c c 

segui r). O leitor poderá facilmente convencer-s<; de que existem dois 

tipos de soluções de (Ali!. lO) satisfazendo à condição de contorno 

apropriaóa. A primeira delas (> a sP!uçãQ trivial qc '" O, ou seja, a 

"particula" permanece todo o tempo no topo. de -V(q) em q ~ Q, 

Entretanto, a substituição óe qc • O em (Alll.l6) nos perm1tlrta apQnae 

estimar (através de (AIII.9)) a eners1~ de ponto z<;ro no fundo dq poço 

da fig. AI. O segundo tipo de solução de•creve Ullla part1çula que deixa o 

topo óe -V(q) com "ener(!ia" nula, viaja a~é o ponto q em ~ '!! i (fia, ... 2) 

e retorna para q ,. Q el!l l ~ ... É claro que o tempo de 1<:1a e vo1t11 dll q ~ 
bem menor qu@ o tempo q.lle a par ti cu) a permanece no entorno Qe q ~ 9, f.!m~ 

par llcu1aJ1dade defita sollH;ão é que devido à invariância PQf tnm$lação 

temporal d~ (Alii.lO) podemos ef:icolher a origem dos 1'tempoq 11 no ponto i 

8b 



-V(q) 

-Q Q 

Fig. AZ: O potencial invertido 

e, portanto, trabalhar no intervalo ( +Q), -OD). Depois de transladar a 

origem dos "tempos" podemos ainda concluir que qc("t') é simétrica devido 

à invariância de (Alll.!Ol com respeito à inversão temporal. A forma de 

q (y') está esboçada na flg. A3. De agora em dia~te iremos nos referir a 
c 

este tipo de solução como a 11 bounce". 

Flg. A:L A solução q (~) 
c 
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Uevldo à 11 bounce" ser· uma solução que passa um enorme 

Jnter·valo de tempo em q ;:;; O e a ext:u_rsã.o a q ser multo r·ãpida, podemos 

concluir que N 11 bounc:es" suficientemente afastadas também formam uma 

solução de (Alll.lO). Então, se estamos interessados em computar a ação 

SE(qc], devemos levar em conta a posslbllJdade de existência de uma 

infinidade de "bounces" bem afastadas umas das outras (aproximação do 

gás dlluido). 

A fim de computa.- a ação total, devemos levar em conta três 

pontos fundamentais; 

a) Se a ação devida a apenas uma "bounce11 é B, a ação devida a N 

"bounces" será NB. O cálculo de B é multo simples. Como a "bounce" 

é uma solução de ''energia'' nula temos 

(AIII.17) 

que nos permite escrever .. 
5E1qc} ~ J {l mq~+V(qc)}o~· 

-.. 
(Ali I. 18) 

e portanto NB/h será o expoente de (All!.l6). 

b) O termo que envolve o determinante da 2~ derivada funcional de 

SE[qcl pode também ser calculado de forma simples no caso 

de N "botJnces". Neste caso, c~mo a solução qc(T') é nula exceto 

por N rápidas excursões a q vamos assumir que o fator que 

multiplica a· exponencial possa ser escrito como 

(AIII.l9) 

onde o termo envolvendo o determinante do lado direito é devido à 

solução qc "O. (mw2 • V"(O)). 

c) finalmente, como não há restrição quanto aos N instantes Ti quando 

cada uma dali excursões atinge q (desde que estu não interfiram 

~mae co~ a~ qutras), devemos 1nte$rar sobr~ o centro de cada 

"bounce'' indlyldual, ou seja 
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-
T/2 "I 

f-1 N ' 
11m J d:t1 J di2 d"tN ;;; H• ~I (A!ll.20) 
't ·-+co -..-;z ..... 

-y/2 
-T/Z 

Usando aa çonclusõe$ qu~ chegamos em. a). b} e c) -acima 'podem9s escrever 

fooq exp ~ :Eiql 
N 

!K 8 -8/fl'\') 

N! 

(AI I I. 21) 

Por outro lado, o 

auxilio da forma 

resulta em 

-I 
termo NR 

expl1c1ta 

{det(-M8~+mw2 JJ-l/2 pode ser calculado com o 

de p(O,O,~) para o osclla4or harmônico e 

112 
(::] exp (Ali L 22 J 

que, levada em (AIII.Zll, nos dá 

r SE 
Dq exp - --lq) ~ 

o fl (mw]l/2 
( w.. -8/fl } -- exp---+Ke" 

"" . 2 
(AIIJ.23) 

Substituindo (AIII.23) em (AIII.9) podemos estimar E
0 

como 

E
0 

~ [~w - h K exp - ~) (1 + Q(fl)) (A!II.24) 

. '. Desta expressão podemos constatar que a Correção à aproximação harmônica 

é exponencialmente pequena. Entretanto, esta correção 1rá se tornar 

extremamente importante por exibi-r 'uU ~r te imaginária COQIO veremos 

abaixo. 

A única coisa que nos rest•t Jll,llf no ~menta é calcular o 

fator K. hra Isto, vamos estuda( a (Aiif:'i~J· .p;~ra uma única "bounce". 

Inicialmente, notomos Que qc • um ~út~ li~itdo de -118~ + V"(qç) com auto 

valor nulo. A demonstração .. deste fato'+ rflvtal, :Derivando a equação 
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(A 11 I. 1 O) com r e I ação ao " tempo" temos 

-mq +V" (q )q • -ma2tq +V" (q )q • o 
C CC C CC 

(AIJI.25) 

que traduz exatamente o que mencionamos acima. Como o determinante deste 

op~rador aparece no denominador da (AIII.l6), temos, aparentemente. um 

problema com a existência do auto valor nulo. No entanto, vereaos como 

este problema pode •er contorn&do. 

Tomemos a função q1 em (Alll.l3) como a que corresponde ao 

auto valor nulo. Neste caso, devido à normalizaçlo dos q
0
's temos 

(Bll/2 . 
= - q m. c 

(AIII.26) 

onde usamos a (AIII.18). A variação de qualquer função q(T' l na 

''direção" q (T•) pode ser escrl ta como 
1 

Substituindo a (Al!J.26) em (AJII.27) concluimos que 

6c1 ( 8 ) 1/2 _ 
-- = -- dT 
v'Znh 2nhm 

(AII1.27l 

(Ali I. 28 l 

e portanto a integração e• ac1/v'2nh nada mais' que~ integração sobre o 

centro de uma única 11 bounct;t", Esta integração foi efetuada -
expllcltamente em (Alll.~O) para N • 1. Devemos entlo suprimir o auto 

valor zero do cálculo do determinante e IIIIJltlpl!car o resultado por 

(B/2nhml 112 . 

Outro proble-. que surge na (Aill.16) • devido à existência de 
• um auto valor negativo. Como qc 6 u.a funçlo simétrica, q0 é 

• ant1-s1métr1ca 'L portanto, possul um zero em ~· ~ O, Mas, qc 

corresponde ao auto valor nulo e, portanto, existe \UIIa funçlo que não 

possui nenb~ zero para T • t • que é, necessariamente, u. auto estado 

de auto val!)r negativo de (A!II.J~l. Tomemos a funçlo q
0 

(T') em 
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(AIII.I3) como esta auto função. Então )I <O em (Alli.IS), o que 
o 

implica na divergência da integral em c
0

,naquela expressão. 

A fim de contornar este nqvq problema, vamos retornar à 

argumentação do prolongamento anal1Úc0 Uliil.di, nq '!nlclo deste apêndice. 

Como a única direção rio espaço de fljJiçõee''q'!" 11lnda nos causa problemas 

é q
0

('t), vamos 

que f
0

{T) • O, 

a Integral 

parametrizar Um caminho n~8~8.;~ápaço, fz('t), de tal forma 

r
1

(T) • q (T) e Bf (T)/Bzl 1 • q (T). Estudemos, então, e z z• o 

I dz 
I • -- exp-

V2Kii 
(AJ! I. 29) 

para potenciais da mesma forma que o da f1g. AI. Para qualquer valor de 

z > z
0 

(SE(z
0

) " O) temos que SE(z) < O. Por putrq lado, sabemos que 

SE(!) " B é o máximo da açll.o euclideana pois d2SE(Il/dz2 < O. Então, 

para que a (Aill.29) seja· efetuada, di!Yl(J!IOII deforll!"r o contorno de 

integração a fim de seguir o caminho de maior declive de SE(z) no plano 

complexo (ver figura abaixo). Como estamos interessados apenas na parte 

z 

F!g. A4: o contorno de lntesr•çlo 

imaginária de I, podemos apUcar o método do ponto de sela para obter 

J
l+l .. 

lml • exp 
I 
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(AII!.30) 

O j'~tor 1/2 surse devido ao f~t'? ~ .• lntesrarlllo& apenas metade do pico 

sauulano. Um fato aulto lmpor,~allt<! f!!". (!101.30) é que Iml depende 

aPf!nU ti!! !19Jo e d!l •'la •~>sunda c:lllrl.VIl~ ea z • 1, ou seja, a ação da 
'· '' __ . ,•__ -.-" .... 

'')1QU11<?!!1~' 1 ~t~~.ndo <!a\11 r1111u~~o .I!Ílr•· todo·o espaço dfl funções temos 

s (ql . 112 . -1/2 

ImJDq exp-~ • ~ (2: 11,.) Tjdet' (-•B~+v"(qc)) I 
(Ali I. 31) 

onde det' omite o auto valor nulo. 
-: - _-t ,• ::. ' :).( "--- ' _.,_. 

Co!llo (Ali I. Jt'l rol ca,lculad!l J)!lra woa 6ntc11 "bounce" podemos, 

com o auxll1o de (Alll.l9). escrever 

e consequentemente 

ImK =! (---B-)1/2 
2 2nhm 

(AII1.32) 

1/2 

(Alll.33) 

Substituindo a (AIIJ.33) em (AIII.24) podemos, finalmente, computar 

112 
1/2 

(~) -8/h e 

(Alll.34) 

que coincide com o Já conhecido resultado da aproxlmaçlo WKB. A 

expntssAo para r escrita nesta foraa 6 aulto útil em teoria de caapos no 

estudo do decaimento de ~ v•cuo falso [27,281. 
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