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Se não fosse a curiosidade, 
nós ainda estaríamos na idade da pedra. 
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"To be free and yet not to Jose touch with reality, 
that is the drama of that epic figure who is variously called 
scientist, artist, o r poet". 

Fernand Leger (1881-1955) 
Quoted and translated by 
Douglas Cooper in 
Fernand Leger and the nouvelle space 



Capítulo 6 

Sistemas Quânticos em Equilíbrio 

6.1 Mecânica Estatística Quântica 

Até agora temos considerado a mecânica estatística clássica, na qual o estado mi-

croscópico do sistema é descrito por um ponto no espaço de fases r. No caso de um 

sistema de N molécula.., com somente grau<> de liberdade translacionais a dimensão 

desse espaço é 6N, e a evolução do estado é regida pelas equações de Harrúlton. AB 

variáveis dinâmicas, e.g. energia, momento, etc ... , são funções dos pontos do espaço 

de fases. 

A Mecânica Estatística Quântica se origina quando a componente probabilística 

a que nós temos referido na introdução aplica-se sobre o esquema proporcionado pela 

mecânica Quântica, na qual sabemos que a situação é completamente diferente. 

Em forma esquemática 

17 
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Na meu:-lnica Quântica o estado de um sistema dinâmico é descrito por uma frmção 

de onda V-' (qi, · · ·, q~.~,v: t.) ou em forma compacta v.·_·(q: f), que depende do tempo e cl.:'l.S 

v N coordenadas q onde v é o número de graus de liberd<='"t.de individuais de cada 

molécula ( ou partícula ) e 1V é o núrnero das mesmas contidas ntrma região do 

espaço ( real )de volume V.Via as diferentes mudan<,:..,'lS de representação estudadas 

na disciplina de ~Iecânica Quântica a dependência nas v l\r- coordenadas pode ser 

snstituÍda pela dependência em algum outro <:>..onjunto de variáveis. 

A evolução do estado mccânico-quântico do sistema é determinado pela equação 

de Schrõdinger 

. dw zn-· = Hw 
dt 

(6.1) 

onde H é o operador autoadjunto associado com a energia do sistema e construido 

a partir do princípio de coiTespondência. 

A equação de Schrõdinger dctcnnina completamente o estado do sistema num 

instante de tempo t ~ se tem conhecimento do estado inicial do sistema ao tempo de 

referência t = O. As.<3im para um sistema dado a solução formal é 

w(t) = u(t, o)w(o) , (6.2) 

onde , no ca.')() de H independente do tempo, o operador de evolução é 

U(t~, t0 ) = exp {i~ (t- to) H} (6.:1) 

Em 11ecânica Quântica as grandezas. dinâmicas do sistema não são frmçê>es do 
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estado do sistema dinâmico, mas operadores lineares autoadjuntos atuando sobre o 

espaço de Hilbert das flmções de onda. Os seus espectros detcrrninarn todos os pos­

sh·eis valores observáveis destas grandezas dinâmicas. Conseqüentemente, dado 11•, 

e estando então especificado o estado do sisterna, isto não implica o exato conhec­

imento das g,Tanclezas dinâmicas. A flmção de onda W pennite calcular somente o 

valor médio, no estado por ela. caracterizado, de qualquer grandeza dinAmica P, na 

forma 

{6.4) 

onde fnnçõe; de onda estão normalizadas 

(.PI.Pl = 1 {6..':i) 

c os parênteses angulares indican1 o prcxluto escalar de funções (vetores ) no espaço 

ele Hil bcrt, 

(6.6) 

Se o estado está também caracterizado por variáveis de spin a integração envolve 

também sorna sobre estas variáveis. 

A fórmula para o cálculo do valor médio proporciona somente predições prob­

abilísticas {no sentido de interpretação da escola de Copenbagen) sobre os valores 

observáveis de grandezas físicas. Unicamente no caso especial quando 1/J é a auto­

fnnção do operador P é que a fórmula acima dá o valor exato dessa grandeza no 
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estado 1b. 

Um estado que pode ser descrito por uma f1mção de onda é chamado 1un estado 

puro. O correspondente cnscmblt tstatístico , i.e. llii1 grande mímero (praticamente 

infinito) de réplica.<> independentes do sistcrna, cada mna no e:>tado mecânico quân-

tico sobre a condição da'> médias serem calculada.., com a fómmla (6..1), é chanmdo 

de E-nsfmblc puro ou simplesmente estado mecânico quântú:o. Este corrcspondc A in-

formação má.--cirna possíYel sobre o t>istcma mecânico quântico. A mecânica. quântica 

está ba._')Cacla na aplicaçcl.o de enscmbles puros. 

A J\!Iecânica Estatística Quântica usa wn ensemble estatístico de lUll caráter rnais 

geral que o que acabamos de considerar, que é o cnsemble misto, o qual está baseado 

mun conjnnto incompleto de dados sobre o sistema. 

O fato de termos informações incompletas é que leva a usar novamente a compo-

nente probabiüstica. No caso mecânico-quântico a situação apresenta-se da seguinte 

forma: 

OH csta.dos do Hi'3tema si\() cru·acteri.zados pela.<; funç(>es de onda I v) I)) ' I v/2)) ' ... ' 

eom probabilidade PI. P'l., ···do sistema estar em cada wn deles , com LPi = 1. 

Que acontece com as predic.ci>es referentes aos resultados de medidas realizadas 

sobre o sistema? O resultado esperado deve ser a esperança matemática 

= ( ?) = LPj (,pU! 1?11/·(j)) 
J=l 

(6.7) 

e temos aqui probabilidades introduzidas em dois diferentes níveis 

1. Um resultante da natureza incompleta da informação inicial sobre o estado do 

sistema ( incompleteza de informa~,;;o ) 
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2. a incerteza relativa ao processo de medida (específicamente mecânico quântica). 

Um sistema mecânico-quântico descrito por mn ensemble de réplicas do sistema 

em estados W(j) e cmn probabilidade p J. associados ao processo de medida no sentido 

de (6.7), não deve ser corúundido com um sistema cujo estado 11/J) é mna superposição 

Neste caso de superposição de estados ao realizar mn conjunto de medidas corre-

spondentes a um observável do conjunto completo de grandezas comutáveis que tem 

por autovetores os ~~~) a probabilidade de encontrar o conjunto de autovalores asso­

ciados com ~~~) é lc~l
2 

.1\fus que o sistema esteja no estado 11/J) não significa que o 

sistema tenha probabilidade \c~\' de estar em \'PnJ), \c~;\' de estar em \'P~ ), etc. 

Em geral teremos efeitos de interferência entre estes estados. 

( w \?\ w) =L c;(t)C~(t) (~ \?\ r;:) (6.8) 
nm 

E a88irn é impossível em geral descrever uma mistura estatística por meio de uma 

fnnçii.o de estado média , que seja uma superposição de estados \1/J(j)). 

o método das médias ponderadas acima mencionado,(?) = I:j Pj ( wu> \fi\ wu>) 

que adjudica um peso estatístico pj à medida realizada no estado 1/J(j), embora em 

princípio correto , não é prático e já temos também comentado que não existe algo 

assim como wn vetor de estado médio; o que é possível é defuür operador de estado 

médio que é operador densidade. Vejamos como reformular a mecânica quântica em 

termos dele. 

Da descrição usual sabemos que, 
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Se~~~) formam llllla base ortonormal no espaço Hilbert dos estados do sistema, 

então o estado no instante t é dado por 

lu· (t)) =L c~ (t) J.,;~) , (6.9) 
n 

com Ln IC'n j
2 = 1 ,onde n indica o conjunto de números quânticos, que caracteriza 

-- - "" 

o a.utoe;tado, e cuja equaç..ào de evolução é 

(6.10) 

e o valor médio de lllll observável P é dado por 

( ,p (t) j ?jw (t)) = L c; (t) c~ (t) (~ j?j 'i) = 
n,n1 

=L (ri lw(tJ) (.P(t)l ~) (~ f?f 'i) 
n.n' 

Esta últirna expressão nos leva a introduzir o operador estatístico puro( que é mn 

operador de pro jec:~Ã"1.o) 

f3 (t) = i<P (t)) (l/J (t)l {6.11) 

cujos elementos de matriz na base dos {'P~} são (ri_ jP(tJ[ '.!)=(ri_ j1)J) (wj ;:) = 
c,. (t) c~ {t). 

~ .. 

Especificar P (t) é c.ompletamente equivalente a especificar a função de estado, i.e. 

reproduz todas as previsões físicas que são possíveis de fazer com a descrição usual. 

i) 

L [c~: (t)[' =L(~ [.Pj ~) = Tr { P (t)} = 1 (6.12) 
n n 

é a condição de normalização. 
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ii) 

(u·(t)IPiv (tJ) =L(~ IP(I)I ::)(:; 1?1 ~) = 
n.n' 

=L(:: lp ?I ::) = Tr { p P } ( 6.1:l) 
n 

é a expressão para o valor médio da grandeza P. 

iü) A evolução de f3 ( t) é regida pela cquaçôo , 

aP(t.) a 1 1 =-a {lu' (t)) (u• (t)l} = .,-H(t) lu• (t)) (<f; (t)l- c-I</J (t)) (<L· (t)l H(t) 
&t t ,,., '·" 

a:(t) + iCP(t) =o , com i CP=~ [f3, 11] 
ot zh 

(fi. H) 

i v) na representação de coordenadas CHcrcvemos : 

satisfazendo 

inaf3(~tt) = {'H(q;t)- 'H(q';t)}P(q,q';t) , (6.15) 

[Em forma matricial, wg, < q'IPiq >=< q'I['H, P]lq > J 

e 

( w (t) 1?1 "' (t)) = / dq ,;,· (q: t) P(q)v: (q, t) = 
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= j dq[P(q)w (q, t.) v.·· (q'; t)]qoq' = 

(6.16) 

v) O operador P (t) é Hcrrnitiano, 

(6.17) 

vi) e é idempotente, i.e. f52 = fi, 

f3' (t) I<P) = 11/J) (1/li1/Jl (1/li<Pl = 11/Jl (1/JI<Pl = f3 I<Pl (6.18) 

ou em detalhe 

P'I<P) = L.PI~)(';: I.PI ~) ú I<P) = 
J ,tn 
'• ,_ 

=L 11/l) ( 1/JI ~) ú I<P) =L p k) ú I<P) = p I<P) 
I I 
~ ~ 

vii) os tennos diagonais de f3 são definidos positivos, 
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As rclaç(>es ('v) e (vi) mostrrun que f3 para o caso puro é um operador de projeção, 

o que não é o caso para estadoo mistos. 

Exemplo: consideremos um feixe de l11Z propagandc:rse na direção;;. Definamos 

( 0
1 l como a fm1ção de onda do estado polarizado na direção x, 

( : l mmo o '®"" '"' ""'" ''' mC,)o '"""'"'" oo ''~"' ' 
Qualquer (~tado puro poderH. J:;ef escrito como COinhinaçii.o linear 

( : l ~ o ( : ) Có ( : )· oom 1•1' + lól' L 

O operador densidade puro é 

f('.) ~ [ ::: ::.] 

Vejamos a.':> matrizes densidade; para diferentes estados puros: 

en1 x emy a 135° 
Polru-izru;âo = 

a=l, b=O a=O,ú= 1 a=b= 1//2 a= -b= -1/../2 

e consideramos os seguintes estados mistos; 

1 ),50% polarização em x e 50% polarização em y, 

2) 2.'5% pol. a .!5° e 75% pol. 135° 
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:J) 50% pol a 45° c 50% pol 135° 

-1 1 (o~oi) P = 2 P.15o + 2 Pu.so = 

Os casos ( 1 ) e ( 3 ) produzem o mffima matriz densidade e a_.,sim mostrarão o 

mesmo efeito físico. 

2 

viii) Encontremos agora a probabilidade, w~ =I c~ I , de no estado 1j_) =L cn-;::,1 

uma medida do observável P1.pn = An'fin produza o valor An : De 
~ ~ 

obtemos alternativamente que, 

(6.19) 

E temos mna expressão equivalente para a referida probabilidade em termos da 

matriz densidade, e o operador densidade do estado b)· 
Tendo apresentado as propriedades da matriz densidade pura, consideremos agora_ 

a matriz densidade mista. i.e. a ligada ao conhecimento incompleto da.·'; condi<,;-ões do 

sisterna. 
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De ncm·do a definição anterior 

(?it) = l.:>j L C)~l (t) C),Ji" (I)(;: 1?1';;) "" 
J rnr1 

(fi.20) 

Om lc definimos: 

(':! IP (t)l ;:) = LP,c~Jc~r = 
J 

(6.21) 
J J 

Como o operador densidade misto. 

Este é um operador definido positivo 

(;: IP (t)l ;:) = LPi (;: IPJ (t)l ;:) 
J 

(6.22) 
J J 

Ma<3 que não satisfaz ser idempotente, i.e. 

Quanto a sua equação de evolução, como é um operador linear do operador den-

sidade puro, também satisfaz a equação de Liouville-Dirac 

a~~t) + iCp (t) =o 1 
(com iCp = c;; [p, H] ) 

1.tt 
(6.23) 
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Qual é o significado físico dos elementos de matriz p~'é' (t) de p (t) na f= { ,;~} ? 

Vejamos primeiro o elemento dia.e;onal PnTI. 

De acordo com à defllllçào temos 

P,.n (I)~ 2>j (~ IP; (t)l ~J ~ 2>1 (~ Ju·(J)J (L'(;) I ~J ~ 
} } 

~ LP;Tr {1'} (t) I"'~) ("'~I}~ LPj lc!!f:::: o (G.24) 
} j 

Sendo ~C~)~
2 

= Tr {PJ (t) k) (~I} a probabilidade de encontrar, ntuna medida 

feita oobre o sistema no c~tado v}Jl, o valor An para o observável P, tal que P1f!
71 

= 

An..Pn ,então Pnn é essa probabilidade no ensemble. - - -"~ 

Por esta razão p~~ ~ 'Lj pj Tr { Pj (t) ~~J (::1} é chamado de populaçrio do e8twio 

i.fJn no ensemhle He a mesma medida é realizada mn número g1·ande I\l de vezes, então 

em média 1V Prm Vf'--ZCS o observável P terá o W-l.lor ~n . 

Análogamcntc, pnra os elementos nilo-diagonais tcrnoo 

P~"' (t) ~ LP; (~ 11'; (t) I '!.':) ~ LP1 (~ iv/J>) ( wu>l ':..') ~ 
j j 

~ Lp,Tr {í'j (t) 1::) ('!.':1} ~ LP,cg>c~r , · (6.25) 
j j 

que expressa efeitos de interferêcia entre os estado~~~ e ~~t) que aparecem quando o 

estado l'lb(j)) é uma superposição linear coerente dos estados I '-P~ ). A expnssào acima-

é a média destes termos cruzados tomada sobre todos os possívei.":> e>tado::> da mistura 

estatística. Enquanto o termo diagonal Pnn só pode ser zero se todo~ oo C~j) são zero, 
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Pnn (~i'2) pode ser zero sem necessidade de anular-se todos os coeficientes C~). 

Se p'f!_,,n é z~ro, isto implica o eancclarnento dos efeitos de interferência.··:; cntrely'fl_) e 

I c.p~). Se é diferente de zero, uma certa coerência subsiste entre estes C'titados; por este 

motivo as vezes usa-se para ffites tern1os não-diagonais a denominação de cocrfncias. 

A distinção entre populações e coerências depende da base { y~} no espaço de 

Hilbert dos estados do sistenw. Como p é Hermitiano é sempre possível achar mna 

bosc ortonormal onde o operador estatístico seja diagonal, digmnos { q> ~}; então 

(6.26) 

com O ::Sw~;, < 1 L k w ~ = 1 , e p descreve uma mistura estatística com 

populações wk dos estados <Pk no ensemble e sem coerência entre estes estados. 

Se a base escolhida for aquela formada pelos autovetores do Ilarniltoniano, ca.'3o 

bastante usual na pn\tica, 1.e. 'H~~) = En ~~) , ohtcmoo de (~I ;;,P (l)i'!.!) = 

;\; (~ I ['H. PÍ i'!:) , qnc 

(6.27) 

e assim, se é dado Pnm(t =O) , resulta 

l Pnm (t) = Pnm (O) 

p~';' (t) = exp { iw~,:'t} p~';' (O) 

(=constante) 
(6.28) 

As populações são constantes e as coerências oscilam com a.•:; frequêneia."> de Bohr 

<lo sistenm. 
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Finahnente, assim como se tem 1una matriz densidade na representa(,.it.o de coor-

denadas [cfr. Eq.(6.15)] podemos também escrever pe:ua o operador estatístico 

(6.29) 

J } 

Obscrvcmoo que e:-; ta matriz é mna f1mção complexa do conjtmto de coordenadM q 

e q' 1 cnqmmto no ca.•;;o dcV;sico a matriz demüdadc é mna fum.,-iio real das coordenada.-; 

e momentos generalizndoo, C'_,omo mostrado por \Vigncr existe 1m1a analog,i.a que se 

manifa.ta quando usa-se mna rcprcsentay-l.o mista de coordenada e momento, como 

veremos mais adiante. 

Na situaç..~ de cquihbrio [H, p] = O , i.e. o operador estatístico comuta corr1 o 

Hamiltoniano e então é uma intcg,Tal de movimento e pos.•-.úe tun conj1mto connun de 

autoftmções, { 'P~:}, repre>cntaçào na qual é diagonal. Deflnimlo 

w, = ·~ _ _>1 c!;>c!:>· =o ('.': IPI ;:,) 
} 

teremos 

P (q, r/) = I: w~"~- (q) r; (q') (G.:n) 
n 

Agora, em J\.lecânica Quântica não todas as auto funções possíveis são frmções 

permitidas elo sistema, mas somente aquelas que satisfazem certas propriedades de 

simetria. Assim na soma acima cxtende-se somente sobre os estados permitidos, e 

não sobre todos os estados mec.:'lnico-quânticos, do sistema. 

Estas possibilidades são as seguintes: Para lUil sistema de N partículas indistin-

g11íveis temos os critérios empíricns de que: 
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I) pora mn sistema de partícula." com spin nulo ou entciro (exn mlldades de fi), são 

permitidf!S ~mmente as ftmçôes que são simétrica"> com relaç.<l.o ao intercâmbio sinmltâ-

neo de coordenada-; c spin.':l. Neste caso se diz que as partícul~ obedeeern à ( 8tatrstica 

de BasE, e genericamente são charna.das de l3080lv~S 

li) paro. um sistema de partícu1'\S com spin._<; scmi-cntciros (em 1midades de li) somente 

f1mçõcs de onda que são e:mtisimétrica.<; con1 relação ao intercâmbio simultâneo de 

eoordenadas c spins das partícnla."i são pcrmitidc'lS. Se diz então que as partículé\s 

obedeccrn a estatística de Fo1ni c são chanmdas genericamente de FERAfiON8 
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Opr.nulor estaUstico pur·o: 

P (I)= [u' (t)) (li' (t)[ = 2::: Cn (t) C,, (t) !;:) \~\ 
nn' 

[} ~ ~ 

01
P (li+ iCP (t) =O 

I'' {~ 1)1'} 
1
c,\ = T1 P(t) 1 ~ \~~ 

Operador estatístico misto: 

00 00 

p(t) = I:PAUJ = LPiLc~>(tJct(t) \::) (~\ = 
J=l ;=I n,n' 

r1.n 

(:I P (t) \~)=L PJ :c~'\'= I:P1Tr { PJ (t) \;:)\~I} 
j j 

é a população do estado ) n) 
I~ 

[}p(t) 
----zil + iCp (t) =O 

1~1 p(q,t(: t) =i~> {H(q)- H(q')}p(q,q':t) 



As descrições de Schrüdinger e Heisenberg. 

Até agora temoo tratado de fonna que o operâ.dor estatístico depende do tempo, 

enqtumto que as grandezas dinâmicas são independentes dele, 

p(t)= LPijvP)(t))(v'/i)(t)J , (6.32) 
) 

(6.33) 
n 

Isto corresponde à descrição de Schrõdinger na Mecànica Quàntica. 

Mtútas vezes é conveniente usar a chamada descrição de Heisenberg, onde p passa 

a ser independente do tempo enquanto que as variáveis dinâmic.:'lB passam a depender 

delo. 

Para ver como p<-~S&'U' de uma descrição para outra ohservarcn1os que p ( t) satisfaz 

a Equação de Liouville-Dirac, 

àp 
- +iL.p- o àt - , (6.34) 

ou 

(6.35) 

que tem por solução fonnal 

(6.36) 



onde 

p(t) = U(t)p(O)U+(t) , 

U(t) =exp{}:_tH} , 

'" 
é o operador de evolução quando H é independente do tempo. 

Então o ·valor médio de mna variável dinâmica A pode ser escrita 

(A!t) =Tr{Ap(t)} =Tr{AU(t)p(O)U+(t)} = 

=Tr{U+(t)AU(t)p(O)} =Tr{A(t)p(O)} . 

onde 

Ã(t) = u+ (t)A(O)U(t) , 

é o operador 11 na descrição de Heisembcrg. Derivando em relação ao tempo 

:t (A!t) = Tr {a; p (t) +A a~;t)} , 
e supondo que A não depende explicitamente do tempo temos 

:t (A!t) = Tr { A0~~t)} = Tr {Ai~ [H,p(t)]} = 

[ Também, em forma explícita, 

:t (Ali) = :t L Pi ( 1/J(i) I A 11/J(i)) = 

(6.37) 

(6.:l8) 

(6.39) 

(6.40) 

(6.41) 

(6.42) 



= LP' { ( ~(')HvPl) + ( >JPll A 1/) + ( vPll Ã 11/J(i))} = 

= I: Pi {-i~ ( 1/J(i) I H A 11/J(i)) + ( 1/J(i) I AH 11/J(i)) i~} = 

= LP•i~ (1/J('li[A,H]Il/J(')) =TrL~[A,H]p} ] 

Isto é uma manilestação de que 

dA(t) d .+ • 
~= dtu+(t)AU(t)=U (t)AU(t)+U+(t)AU(t)= 

1 1 1 r- l =- inHU (t) AU+ (t) +i/i U (t) AHU+ (t) = i/i A, H 

Observar que 

'!P. - _l_ [p HJ at - ih ' 

dÃ , r- 1 dt = +iii A, H 

Finahnente 

:t (A]t) = Tr {i~ [A, H] u+ (t) p (O) U (t)} = 

= Tr L~ U (t) [A, H] u+ (t) p (O)} = Tr {;~ [U (t) Au+ (t), H] p (O)} = 

37 

(6.43) 

(6.44) 

Tr L~ rÃ(t) ,H] p(O)} = Tr { d~?) p(O)}., (6.45) 

onde usamos que H e o operador de evolução U comutam, e temos o teorema de 

Ehrnfest ao nível quântico. 

Se a grandeza dinâmica A depende explicitamente do tempo, então 

(6.4&) 



Ademais. o fim e a meta da ciência roram mal postos pelos 
homens. Mas, ainda que bem postos. a via escolhida é errônea e 
impérvia. E é de causar estupefação, a quem quer que de ânimo 
avisado considen: a matéria. constatar que. nenhum monal se 
tenha cuidado ou tenlado a peito traçar e estender ao intelecto 
humano uma via. a panir dos sentidos e da experiência bem 
fundada. mas que, ao iav~. se tenha tudo abandonado ou às 
trevas da tradição, ou ao vórtice e torvelinho dos argumentos ou, 
ainda. às flutuações e desvios do acaso e de uma experiência vaga 
e desregrada. 
[ ... ) Mas a verdadeira ordem da experi!ncia. ao contrário, começa 
por. primeiro, acender o arehote e, depois. com o archote mostrar 
o caminho. começando por uma experi!ncia ordenada e medida -
nunca vaga e errática -. dela deduzindo os axiomas e, dos 
axiomas, enfim. estabelecendo novos experimeniOs. 

BACON, F. ((1620] 1979), Novum Of'8anum ou Verdadeiras Indicações acerca 
da lnterpretaçdo dtJ Natureza. in Os Pensadores, 2• ed. Slo Paulo: 
Abril Cultural, pp. 1·231. (Original em latim: Londres.) 

~·-~ 
v-~-

., 



Capítulo 7 

Os Operadores Estatísticos de 

Equilíbrio 

Os Ensembles Estatísticos Quânticos 

Como te1nos visto no capítulo anterior, no ca'3o de equilíbrio a equação de Liouville­

Dirac nos diz que o operador estatístico earaterístico do ensemble de Gibbs comuta 

com o Hamiltoniano do sistema, i.e. [p, HJ = O. A..ssim, de acordo com os resultados 

da mecânica quântica, na representação dita de energia, na qual o operador Hamilto­

niano é diagonal, é também diagonal o operador estatístico, assim con1o são diagonais 

os operadores as."30ciados a grandezas físicas que comutam com o Hamiltoniano. Isto 

é o equivalente no caso quântico do resultado clássico de que em equibôrio a função 

de distribuição é wna frmcional das constantes de movimento do sistema. Estamos 

agora em condições de considerar os diferentes enscn1bles. 

39 
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7.1 O Ensemble Microcanônico. 

Corresponde ao ca'3o de caraterização macroscópica do sistema por um volume V e um 

número de partículas N, num sistema isolado com energia no intervalo (E, E+ t:.E). 

Sejam I~) e E r;: as autofunções e autovalores do Hamiltoniano, i. e. 

(7.1) 

Na representação de energia pé diagonal, e , pela condição macroscópica imposta, 

terá elen1entos diagonais de matriz não nulos (~~ p I~) somente para aqueles autoes-

tados da energia verificando que E ::; En ::; E + t:.E . Porém resta estabelecer qual 

esse valor não nulo dependente, eventuahnente, do estado considerado. Valem aqui 

os mesmos argumentos vertidos quando consideramos o ca.'3o clássico, que nos levarn 

a estabelecer o principio de iguais probabilidades a priori. Dessa forma termos 

n-1 (E, V,N) V n E Mn 
(7.2) 

onde M~ indica o conjunto de todos os estados b) para os quais E :': En :': E+ é. E 

Mas o operador p está normalizado, i.e. Tr {p} = 1, o que nos leva a que 

Tr{p}= L n-1 (E,V,N)=1 (7.3) 
nEMn 

íl(E,V,N) = L 1 (7.4) 
nEMn 
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o que nos diz clanunente que n é igual ao níunero de estados I~) contidos em M ~' i.e. 

o número de estados mecânico-quânticos compatíveis com as condições macroscópicas 

imp<*'tas. 

Ternos desta forma a representação matricial do operador estatístico nllcrocanônico. 

Para dar a ele tuna forma operacional, vamos introduzir o operador 3 (H - E) definido 

de tal forma que (~)6 (H- E) b) é 1 se ;:_E .~\.!f~ e zero p3ra todos os outros autoes­

tados de energia. Então, 

p = n-1 (E, V,N) 8 (H- E) (7.5) 

Deixando para mais adiante a interpretação ao nível termodinâmico de O, consid-

cremos 

7.2 O Ensemble Canônico. 

Corresponde, como saben10:->, ao caso de nn1 sistema em contato com um reservatório 

térmico, com o equihôrio caraterizado pela temperatura T. O macroestado é cara­

terizado pelas variáveis termodinârnicas (T, V, N); a diferença do microcanônico a 

energia não está fixada znas dada em valor médio. Vamos derivar o operador estatís-

tico canônico similarmente a c.omo fizemos no caso clá-3sico. 

Negligenciando a energia de interação entre sistema e reservatório temos [ numa 

aproximação que já evaluamos produz êrros da ordem de v-l/J - onde v é o volwne 

do sistenta - e conseqüentemente desprezíveis no limite termodinâmico (V ---.. x: 

N -+ oo; N/V -+ n)ou, por outras, no ca.•;o de sistemas grandes] que considerando o 



conjnnto sistema e resen:atório como isolados que 

\~I p ~~) = TrR { \d Ptotal ~~)} (7.6) 

onde p é o operador estatístico canônico do sistema, o que estamos procurando, Pt-oüJ.l 

o operador e3tatístico microcanônico do sistema e os rffiervatórios isolados, e o traço 

se refere a ser realizado sobre os autoestados de energia do reservatório. Observamos 

que temos fixado a energia do sistema, En, e então dada a energia total no intervalo 

(Etotat. Etotat + D.E) resulta. 

I nl p In) = n-l (Etoroh vtotah N,~,.,) TrR {i} "' 
\,..., "' Etotai-E~::S:ER::S:Etotal-E~+.ó.E 

=" n- 1 (Etatat)Ç ( Etotat- E~) (7.7) 

fixados os vohunes e números de partículas. Escrevamos 

S1 (Etotat) = lnl1 (Etatat) , 
(7.8) 

S, ( Etotat - E~) = In Ç ( Etatat - E~) 
e então 

\d P ~~) = exp { -81 (Etotat) + S, ( Etotat- E~)} (7.9) 

Porém considerando um reservatório ideal En << Etotal, e utilizando uma expansão 

em série de Taylor até primeira ordem 

\~I p b) = z-1 ((3, V, N) exp { -(JEd (7.10) 

onde 

Z (!3, lí, N) = exp {81 (Etotat)- S, (Etowt)} 
(7.11). 



Como o operador estatístico tem que estar normalizado podemos identificar Z (a 

chamada função de partição) como 

Z (;3, V, N) =L e -,3E' (7.12) 
n 

Tendo a representação matricial numa base ortonormal ( completa ) , podemos 

escrever operacionabnente 

1 
P = z (ô, V, N) exp { -;JH} (7.1:3) 

COIIl 

Z (;3, V, N) = Tr { e-~H} (7.14) 

Deixamos a interpretação a nível termodinâmico das duas quantidades /3 e Z para 

mais adiante, e consideremos: 

7.3 O Ensemble Grand-Canônico. 

Neste caso se tem contato do sistema de interesse eon1 mn reservatório térmico e 

mn resenratório de massa (partículas). Em equilíbrio, o estado termodinâmico esta 

caraterizado pelas variáveis (T1 V, .u] , i.e. temperatura, volume e potencial químico. 

Não está fixada a energia e o número de partículas mas dados em média. Procedemos 

similarmente ao caso anterior porem levando em conta que ER = Etotat- En e J'v'R = 

1Vt.otal. - N , quando foi fixada a energia En do sistema. Então, 

(::1 P 1::) = TrR { (::1 Ptotall;:)} 

f Etotat- E~ SER<:; Etotat- E~+ ó.E 

l NR=Ntotal-N 

(7.15) 
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com Ptot.ai o operador estatístico microcanônico para o sistema isolado de sistema 

e os dois resen'Rtórios. Considerando reseno.tórios ideais tais que En << Etotal e 

N << Ntot.al , temos, primeiro que 

definindo 

S\ ( Etotal, .Nfotal) = ln O ( EtoW.l, ~'Vt-otal) , 

e usando a expansão em Taylor como previamente. 

(7.16) 

onde 

(7.17) 

Pela condição de normalização 

= 
Z(p,V,<P) =L I:exr{ -pE~ + <PN} (7.18) 

N=O n 

Novamente, em razão de termos wna representação matricial numa fase ortonor-

mal (completa) podermos escrever operacionalmente 

p = z-' (p, V, <P) exp { -pH + <PN} , (7.19) 

com 

= 
Z(P, V,:p) = l:Tr(NI {e-JH+~N} (7.20) 

.v o 
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com N nestas expressões indicando o operador número de partículas cujos aütovalores 

são o número de partículas no sistema. Observar que o valor médio de um obsen"ável 

A no ensemble microcauônico está dado por 

= 
(A)= z-t (í3, V,,;) L Tr(N) {Ae-óH,pN} (7.21) 

N=:O 

Resta mostrar a interpretaç.::W ao nível termodinâmico das trés quantidades 3, y, 

e Z; vejamos em continua<,;âo esta quesk~o nos três cnsembles considerados. 

7.4 Relações Termodinâmicas. 

Para procurar interpretar os parâmetros de que dependem os operadores estatísticos, 

i.e. sua conexão com a termodinâmica, devemos considerar processo::i termodinâmicos 

infinitesimais quase-estáticos, calculados em c..a.da c.aso a·~ modificações no correspon-

dente potencial termcxlinârnico (função de estado) c comparar com a.<; rnudança.•> que 

resulk•m ao rúvel de dí.lculo mcemlo-estatíst.ico. 

Vejamos o caso do ensemhlc canônico, quando devemos identificar n . Neste caso 

tratamos com um si">tenm isolado e a função de estado funcla.Incntal é a entropia 

S(U,V,N). Numa variação infinitesimal de volume verifica-se que 

as) P 
av u.N- T 

(7.22) 

Consideremos n, e construímos a quantidade aditivc:\ e extensiva em n. No pro-

cesso cmt•:>iclerado temos 

a 1 a {- } -lnS1 = --Tr b(H- E) 
ilV S1 av 

(7.2:l) 



onde consideramos no cálculo do traço extensão infinita do espaço de intcgTaçâo c o 

confimunento das partículas através de uma barreira de potencial infinita nas paredes 

da caixa que as contêm, com o qual a dependência no vohune está no Hamiltoniano 

H. Assim, de (7.23) temos 

(7.21) 

}..las (-~f) é a pressão p, e nos dois ultimos termos observamos que o primeiro é 

intensivo enquanto que o segundo é inversamente proporcional à extensão do sistema 

e então negligenciável. Assim, 

_ àln!1/àin!1 
P- àV à E ' 

(7.25) 

que comparéJ.d.a com a Eq.(7.22) nos diz que podemos identificar a entropia como 

S (U,V, N) = k in !1 (E ,V, N) , (7.26) 

onde k é urna constante com dimciL<;(>es e1"g/" K. com àk in !1jàE = 1/T (A energia H 

foi identificada com a energia interna U). A Eq. (7.26) é ao nível mecânico quântico 

o equivalente da famosa expressão de Boltzmann que achamos no caso clássico. 

Podemos também verificar que 

S(U, V,N) = kln!1 = -kTr {pinp} (7.27) 

Ümsideremos agora o ensemble canônico. Dada a função de partição Z (T, V, N), 

cou-,tnúnlos ln Z e calculamos 

à à - ln Z (r< V N) = -In Tr {e-BH} = 
à(J v. ' à(3 



= ~Tr {-H e- 3
"} =-(H) . (7.28) 

Identificando (H) com a energia interna, e sabendo que para sistemas em contato 

com reservatório térmico a ftmção de estado flmdamental é a energia li"'-Te de Hemholtz 

F(T, F, .. :V), da tennodinâmic.a temos que 

1 . . , _ 2 .!!._ (F) 
[ (T. v,"\) - T aT T V.N 

Comparando as cqua~-ões (7.29) e (7.28) podemoo fozer a equivalência 

8 = 1/kT 

F(T,V,N) = -kTinZ(p,V,N) 

Por outro lado p = -âF/âV , e como 

1 a 1 a { -aH} ,6 av ln Z (p, V, N) = p av ln Tr e = 

-.1 _l:_Tr{-paHe_"H} = /- aH) =p 
B z av \ av ' 

reforç_:a a equivalência dada pela..;; E<ts.(7.:~o). A mais eonsidcrcmos 

-kTr {plnp} = kTr {p (ln Z + j3l!)) = 

F U 
=klnZ+kp(H)=-T+T. 

(7.29) 

(7.:30) 

(7.:31) 

(7.:l2) 

Porém, a transformada de Legendre que define F é F = U - T S, com o qual a 

Eq.(7.32) nos diz que 

S (T, V, N) = -kTr {plnp) 

Finalmente consideremos o ensemble grand-canônico, quando, lembramos, ao nível 

termodinâmico a descrição é por meio do potencial granel-canônico J (T, V, JL). Con-

sideremos ln Z (p, V,,:>) e c.alculemos, 
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a l Z(J" ') a l """ T { -dH+eN} DJ n . v'.,...,_ = â3 n L.N=O r R e = 

(7.:3.!) 

O potencial grand-c21.nônico é definido pela transformada de Legendre .:J = U -

TS - 11N = F - flN, e satisfaz que 

y2JL (:l) = [T 
ar T ' (7.:35) 

o que nos leva, por meio da comparação das &j_s.(7.34) e (7.35) à identificação 

(3 = 1/kT , 

'{l = í3fl ' (7.36) 

J(T,V,fl) = -kTlnZ((3,V,cp) 

Tambétn 

fJ[·I l llfJ. - av -o- ln z (;3, v, cp) = s- z avz = 

= 6-12_~ ~T { -~HNN} = (- fJH) = · z av L rN e av P 
N=D ' 

(7.37) 

reforçando a definição (7.36) já que -'lf[, = p ao nível termodinàmico. 

Finalmente calculcrnos 

00 = 
-k L:rr {plnp} = k LTr{p (ln Z + (3H- cpN)} = 

N=D N=O 

J U 11N = k ln Z + k6 (H) - k'fl (N) = --+---
T T T 



o que nos diz que 

S (T. \/,p) = -k LTr.v {plnp) (7.38) 
.V=O 

Cornpletrunoo a.ssin1 a. idcntilic...,'1çào ao nh·el ternuxlinâmico da. função de partição 

e oo outros parâmetros de que dependem os três operadores estatísticos considerados. 

7.5 Desviações Quadráticas Médias e Distribuições 

mas Prováveis. 

Con..<Üderemos o ensemble canônico c calculemos 

a' ( a a 1 { dll} 
aj32 ln Z /3, V, N) =- aj3 (H)=- aj3 

2
Tr H e- = 

_ 2.. az { -pll} ~ { , -.61!} _ - Z' a;J Tr H e + 2 Tr H e _ 

= (H2
)- (ll) 2 =((f/- (H)) (H- (ll))) (7.:39) 

que é a de&'\riação quadrátic.IL mL'(Ea da encrgi.a a~ .. Por outro lado ohsen'emos que 

a e=-- (H = kT - = kT C" , a ) , au) , 
' a;J aT V,N 

(7.40) 

onde Cv é o calor específico, Cv = ':f.)v,N, que é resultado idêntico- fom1almente-

ao clássico. Assim, 

(H) = 
yfkT'Cv 1 

U rv }\ll/2 ' 
(7.41) 

cru 

é uma quantidade que se faz mais c mais pequena a medida que cresce 1V (anula-se no 

limite termodinâmico). Isto implic<t que para sistemas grandffi os estados mecânicos 
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que no en..:;emble de réplicas correspondem níveis de energia similares ao valor médio 

no etL.<;emble are enormemente maiores que os outros possíveis. 

Consideremos a agora a distribuição rle probabilidade; da energia, P( E)dE, i.c. a 

probabilidade de achar no e:nsemblc o sistema com energias no intervalo (E, E +dE); 

ela está dada por 

P(E)dE = -
1 

" -Z L. 
n ,E'SE~~'SE-+-dE 

qne podemos eH<:rcver a.9Sinl 

-dEn e ~ (7A2) 

usando a definição de lí que fizemos na página 41 . Com dE pequeno podemos 

aproxmmr 

P(E)dE"' z (/V, N) e-13ETr {lí (H- E)} = 

1 (3E ( ) 
- Z(T,V,N)e- l1 E,V,N ' (7.44) 

que estA normalizada. Como n deve crescer exponencialmente com E temos que 

P(E) é da forma da figura 7.1. 

Seja E = E onde se encontra o máximo de P( E), então, tomando o logaritmo de 

P( E) ternos que 

d &!nl1l -In P(E)j- = -(3+ -- =O 
dE E &E - ' E 

o que leva a que "):E" h;= ,B. Como ,B = 1/kT e klnl1 = S, equivale a que ~~).; = 

1/T. Mas como o sistema está em equilíbrio Z~)u = 1/T, ou seja E= U =(H), i.e. 

o pico cmTe:>ponde ao valor médio da energia, e como mostrado a desviaç:c.=lo quadrática 

comparado com a média se faz menor a medida que cresce ]\r. 
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Fig<rra 7.1: 
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Em forma similar podernos mostrar que no ensemble grand-canônico se tem: 

(7A5) 

2 a' . . a . kT ".v= 
8 2 

In z (ri. v. .p) = kr-
8 

N (T,V..p) = 
9 0 cp J.l c f.1 ' N 

(7.46) 

Por outro lado, ao longo de linha.q similares as us.:·l.das para derivar a F...<"t-(7.44) 

obtemos que 

(7.47) 

P(N)dN= 
1 

e""NZ(T,V,N) 
Z (T, V, JL) 

(7.48) 

Tomando o logaritmo de P( E) e P( N) e derivando com relação a E e a N respec-

tivamente, o máximo se da onde a derivada do logaritmo é nula no ponto de energia 

média no primeiro caso e de número médio no segundo. 
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En todos oo cnsoo então [ Eqs. (LIA), (7.-17) e (7.-18)] podemos aproximar pelas 

rlistrilnüçúe~ (;cuL-,simm . ..:; 

P(E)dT:' = AE (7A9) 

f'(N)dN =Av 
- (." -Jfl 

e 2u.-..- (7.50) 

com OH coeficiente~ A deternlinando a norntalihação destM distribuições; deixamos 

como exercício a dcriYação dt>.Stas equru;õe::i. 

Com bRHe nestes resultados vejnn1os agora. 

7.6 As Entropias no Limite termodinâmico. 

Considercrr1os primeiro o ensemble canônico; de acordo a Eq. (7 .33) 

S (T, V, N) = -kTr {plnp} = kln Z +/i (H)= 

(7.51) 

11as, como vllnos, no limite termodinâmico oo (~tados que contribúem ao traço 

na expressão ociina são preferenciahnente aqueles no enton10 au do valor médio ela 

energia; então aproximadamente nesse limite 

S (T, V, N) _, k ln [e-B(H) L 1] + kl3 (H) = 
~"(JI}::;E'1:,::;(H)+!7u 

= -k(3 (H) +k ln Tr {li (H- (H))} + kl3 (H) = 

= k ln rl ((H) , V,JV) , (7.52) 



I.e. a entropia se aproxirna do ndor da entropia no ensemble rnicrocanônico como se 

o si..:;tenm ti-n~sse un1a energi.:1. fixa (H) = U. 

Podemos proceder de forma similar no caso do ensen1ble grand-canônico: 

S (T, ~~J.t) = -k LTr.v {plnp) = 
,V=O 

= 
= k L Trv {p [In Z + 3H- ilj.tN)) = k In Z +f] (H) - (3J.t (N) = 

y_ () 

= 
= k In L TrN { e-JH+J"N} + 11 (H) - (JJ1 (N) 

N=O 

No lünite termodinâmico 

S (T, V, J.t) -+ k In [e-B(Hl+tJ"(N) L 1] -f] (H)+ iJJ.t (N) = 

~·,(H)SE~.:<;(H)+a-u 

= klnTr(N) {b(I!- (H))}= klnfl ((H), V, (N)) (7,54) 

Assim, no limite termodinâmico, a entropia no ensemble grand-canônico tende a 

entropia no enscmble micro-canônico, como se foose llln sistema isolado com energia 

fixa (H) = U e número de partículas fixo (N) = N. 

No limite termodinâmico os ensembles podem ser considerados equivalentes ao 

micro-canônico e conseqüentemente entre eles: as diferencias rffiidem nas flutuações 

ao redor do valor médio que re:mltam desprezíveis (quando comparadas com esses 

valores médios) no caso de sistemas grandes. 

O resultado das equações (7.61) e (7.54), levando em conta que a entropia do 

sistema isolado em equihôrio é máxima, como no caso clássico (vide Capítulo V ) , nos 

leva a fommlar o principio varia.cional de que o operador estatístico deve maximizar 



a expressao 

-Tr{plnp) (7.55) 

para \alores médios (no correspondente erL.:;crnble) das g,Trulderhas cornos reservatórios. 

Sejam e;;ta..,, em fonnn genéric.:<t, P1• P'l, · · ·. P11 ; então maximizar a funcional da Eq. 

(7.55) ~mjcita as condi<_-õc~ 

Tr{p)=l, (7.!i6) 

e 

(7 .. 57) 

leva a que 

(7 .. 58) 

onde 

(7.59) 

cmn os F1 sendo os nulltiplica.dorCH de Lagraugc do problema varia.cional. Tanto Z 

como os I~· deverão ser identificados ao nível tcrniodinfunico na forrna com rclatamo..9 

previamente. 

('_,0mo no ca.<>o clássico do capítulo V, as seguintes propriedades se verificam, agora 

ao rúvel mecânico - quântico (deixamos a demonstração como exercício): 

1. 

2. 

8 
Q. = (P·) = --lnZ(F1 ··• F) 

1 1 8F· ' ' n 
J 

[]2 
a 2 = ((P- (P))2) = -In Z (F1 ... · F.) 

1 1 1 8F2 . ' 
11 

J 

(7.60) 

(7.Gl) 
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S n 

k = -Tr{p!np) =lnZ+ LF/}1 (7.62) 
J=i 

4. 

n 

dS/k = L Fj d(J) (7.G:l) 
J-= I 

5. 

(7.Gl) 

6. 

também 

c. _ _ a (F.) _ _ a (P1 ) _c 
t) - 8F- - aF - Ji ' 

) ' 
(7.66) 

que são oo cqu.ivalent<'.s mecânico - estatístico das relaçôes de ~1axwell termod-

inâmicas. 

F.:m geral temos 

a (P,) ;a F; 1 
~-

(P.) (P1 ) N ' 
(7.67) 

ou seja, no limite termodinâmico as flutuac.-ões se fazem neg;ligeneiAveis quando com-

paradas com os ntlores médioo da.<; grandezas comúderadas. 
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etc. 

Corno casos particulares consideremo...:;, 

<I{= (H: H)= -a (H) ja:3 = kT2 ~';)" = kT2 C, 

cr(, =(V: 17) =-a (V) ja:3p = kr::)P = kTVICr 

rr~. = (N: N) = a (S) 1 a1311 = kT';:,) r 

o"f:,. = (H: 17) = -a (H) jaBp = k~' "i::') r = k~' C r = 

=(V: H)= -fJ(V)jD:J= kT21:;;)r =kPv·ap , 

(7.68) 

Cou.-;i<lcrcrnoo «gora dependência da.~ grandc-L.:&-; de boft.Se com parâmetros externoH 

A: muna variação infinitesimal qu&.;;e-L--stática A __..._,. A +dA obtemos como no caso 

clás.,ico que 

dS n 

T = :LF;&u (7.69) 
j =1 

onde O~> àq são a._-; diferenciais não exatas 

(7.70) 

com (dPJ) = Tr {~dA p}. ~m partien1·u:, no cnscmhlc canônico qumHlo se reali:;r,a 

uma variação infinitesimal <tua.."'D-cstática de volume obtemos 

dS = ~dU - ~ (dH) , (7.71) 

mas (dH) = (~~d17) = -pd\i, e então 

dS = ]:_dU + E.dv 
T T ' 

(7.72) 

de onde derivamos a primeira lei na forma tradicional 

dU = Td8 + pdV (7.7:3) 
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e a definição de Clausius dS =i}q/T, onde 

ôq = d (H) - (dH) (7.74) 

é o calor de>enYohido no processo, mna diferencial não exata cujo fator integ1·ante é 

1/T. 

Con1plete1nos estas propricdade8 gerais com o teorema do Yirial no caso quântico. 

Con8i<lcrcrnos a <tuantida.<le 

(7.75) 
j---1 

onde por slluplicitbclc consideramos N partícu1'\S :-.-impk.><.; .sern gTatL'5 (lc lihcnladc 

internos) e 7 e P são operadores hermitianos de coordenada c momento. Em 

equilíbrio 

d ~ ~ 
-Tr """"'. r · p dt L.. } } { 

N 

J=l 

Passando à reprcscnt.açim de Heisenberg 

onde 

Conseqüentemcr1tc 

(7.7(i) 

(7.77) 

(7.78) 

Seja o Hamiltoniano composto de energia cinética dependendo só do rnomento e 

energia potencial dependendo só da coordenada; as.'3im teremos 

• 
(7.79) 

Pi (t) =-!. [-iliv1 , H]= v19 (71 ) 



- - -- '/2 - . (~ ) (~ ) " (~ ~ ) com cncrg1as cmetlea.s p m e potcnctms o r J = w I' J + LJ..·of=-J I' r J - r 1.: • 

~ 

Chamando F J = Y';9 (?J) à força total sobre a j-éssima particular temos usando 

ns EqH. (7.76), ('!?), ('!'!)e (7.77) que 

ou ~C.Ja 
N 

{energia e1nética) =-~L (71 · F 1 ) 

)=I 

(7.80) 

(7.81) 

a forma quántica do teorema do virial, formalmente idêntica ao caso clássico. Ohser-

vamoo a esta altura que, diferenternente, os teorernas de equipartição não se Ycrificrun 

ao nível quântico ( exceto, claro, no limite clássico ) . 

7.6.1 O teorema (Princípio) de Nernst. 

Como virnos, no caso clássico há dificuldades com a detenninação da entropia com 

base no formalisrno mecânico-estatístico no limite de muito baixas temperatura . ..,. 

J\.fostrarcrnos agora que de fato a mudança para a descrição quàntica permite "con-

sertar" essa dificuldade, ou, em outras J><-"llavras, mostrar que obtemos corretamente 

o terceiro principio da tennodinâmica. 

Lembremos que NenlSt estabelece experimentalmente que, a medida que a tem-

peratura de um sistema termodinâmico tende para zero, para todas as substâncias, a 

diferença de suas entropias junto com as derivadas desta em relação aos parâmetros 

termodinâmicos tendem para zero, i.e. 

limT-o S ([!,V, N) = O 
(7.82) 

l. as l' C O 1m r -o ar = Imr ---.o v = , 



et.c. A Eq. (7.82), corno proposto por Pla.nck, proporciona 1una es<~1.la absoluta para 

a cnt.ropia. 

E.ü'liitinenlos o caso do ensernble canônico. Da. relação f = U - TS podemoH 

F, ~~"fl-.1 
li= -;-;-;=-;:lT":-;c _-JH _ ,J(F-lf) _ .J(C:-1'5-Il) 

Z(T.f/.N)e -L -c (7.8:!) 

Sejam f::o e lu·0 ) e En e ) tl'n) oo ant.ovalorcs c ant.oftmçiX~ <lo Ila.miltoniano no estado 

fmHlamcntill c noH (~tadu; excitados n~pectivamcntcs. Entiio, 

(~I pk) = exp{/i (u -TS- E,J} (7.84) 

que podemos escrever como 

(7.85) 

Consideremos o limite, nesta expressão, de T -----+ o, ou ,!3 -----+ oc. c_,.()ffiO esse lirnite 

de U é E0 , o ~g;undo termo no expoente tcrn lintitc indeterminado, que rCHOlvcmo~ 

pela aplicação da reg,1·a de L'Ilôpital: 

lim U- Eo = ~ _ar_r) = 
r-o kT k 8T v 

Deste modo temos que 

C v 
k 

I• ( I I ) 1. -~+Se 1. -B(En-Eo) 1m n p n = 1m e k k 1m e ·- . 
T--+0 ......, """ T-O T-O 

(7.86) 

(7.87) 

Porém no caso dos estados excitados E~- E0 >O e o limite para todo j;;) # lO) 

é nulo ... i\.ssin1 

(7.88) 
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lim (OI p lO) = exp lim -- +-{ [ s c,]} 
T-o · r--o A: k 

(7.89) 

ProenraremoH calcnla:r o limite indicado. Primeiro obscn.'aillos que como no easo 

lllnite de tcrnperatura nula se tem lim U = E0 e lim F = Eo , então 

1 
lim -S (T. V..\') = lim 3 (U - F) 
T-ok · r-o· ~ 

é indeterminado. Aplicando novamente a regra de L 'Hospital 

8UjfiT- 8FjãT 
lim S (T, V, "V) = lim 

T-O T--------0 1 

JC) BF) rv1a.9 ~,.;.. \. = c F e - ãT v N = s ( T, v \í_)' e nssirn tcnlOS 

.lim S (T, V, N) = lim [C v + S (T, V, N)] , 
r-o r--o 

o que implica que 

lim c,. (T, V, N) = O 
T-o 

(7.90) 

(7.91) 

(7.92) 

(7.n:l) 

as&Un n:atü.;fazendo-se a Eq.(7.82), e lenmdü-o em conta nn Eq. (7.89) obtcmoo que 

lim (OI p lO) = exp { lim !j_} 
T-O ' T-ok 

(7.91) 

Letnbremos que sempre deve satisfazer-se a condição de normalização do operador 

estatístico o que nos diz que 

lim Tr {p} = lim "/n/ p /n) = lim g0 (OI p lO)= g0e-limr-oS/k = 1 (7.95) 
r-o r--o6 \,..,_. ~ r--o 

" 

onde g0 é o fator de degenerescência do estado fund.-"lmental. Então 

lim S (T, V, N) = k 1ng0 
T-o 

(7.96) 
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o que mostra que de fato no limite de temperatura nula a entropia é uma constante 

(puramente mecânica) muito pequena, e no ca-;o particular de termos mn estado 

flmdamental não degenerado, i.e. g0 = 1, 

lim S(T VS) =O 
T-o 

(7.!J7) 

I\Iais geralrnente, lembrando que a entropia é tmm quantidade extensiva, vemos que 

no limite tcrmodiwlmico a entropin por pnrtícula nti para zero, i.e. 

lim lim S = lim A: ln 'lo = O 
N ----.oo T------o i\' N ------>oo I'V 

(7.9R) 

É interessante observar que a expressão de .'3 na Eq.(7.96) coincide com aquela do 

ensemble microc.-'lnônico, já que de s = k ln n, levando em conta que n é o número de 

estados mecânicos cmnpatíveis com ns condições imposta"), no limite de temperatura 

nula só contribúe o estado fundamental e recuperamos a Eq.(7.96). 

Para finaliz.:'l.r esta seção enfatizamos que o terceiro principio da Termodinâmica 

se jn.-;tifica só numa mL-cfmica <~tatístiea quântica e, como acabamos de ver, remove-

se a dificuldade da presença de mna. singularidade na entropia quando T ~ O no 

tratamento dás."lico. Isto nos leYa n perg11ntar-nos sob quais condições o tratarnento 

clássico é aceitável; mas antes drete tópico consideremos a questão da chamada: 

7.6.2 Hipótese das Fases Aleatórias 

Até aqui temos considerado a situação na representação de energi.a em que o operador 

estatístico é diagonal. Vejamos outra situação, digamos quando o conhecimento do 

sistema consi<;te 1nas mcdida.o.; simu.lUmea.o;; de um eonjunto de grandc;7;t-'l.s ~\1 , j = 
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1. 2. · · · . r , que comutam entre s1 môS nao cmn o Harniltoniano, e que asstunem 

valores nos inten·alos (o:J, n1 + daJ). A expre;sà.<> 

(7.99) 

iÜilica os autovalores e outoftmçõcs (v cotno sempre é o conjunto de números quânticos 

que caratcrizmn os autoestados do sistema). Qualquer estado do si"::tem.a virá a ser 

dado por 

(7.100) 
v 

onde a~ = la 11_i eio;>_ é tun nún1ero complexo. 

Constntjamos em continuação o ensemble que corresponde, como dito, aos estadoo 

do siste1na con1 autovalores IlOH intervalos 

(7.101) 

e chamemos de )\.;f 11 ao correspondente conjunto de estados vizinhos. Podemos nm-

Htnlir o openl.<lor estath;tico pnro de cada r(~plica no eiL'"iemhlc, i.e. 

<~l"k) ~ l " (7.102) 

onde a~a~~ =ia~! ja11!j e
18

'!_'!_', corri 0::_~· = () 11 - e v' ou seja a diferença de fase dos dois 

estados envolvidos. A média de um observável A. sobre o cnsemble será dada por 

(7.103) 

a.panx:endo as fases () sobre as quais não temos nenhuma informação. Conseqüente-

mente para ohtcr p na'lte sistema fC<.:hado para as g,Tandez.a.-, l\.1 , introduziino.<; dois 



postulados básicos: (1) fases aleatórias e (2) ig;uais probabilidades a priori. Com isso 

temos uru operador e;tatístico (em repn!'lentaç.ão matricial) 

( I I)~ w-I("I····.n,) 
vjplv ~ 
- l- o 

\/ l/E . VIr, 
(7.104) 

onde H' {! uma con.':itante pelo postulado (2) acima, e (~elementos niio diagonais sito 

nulos pelo postulado ( 1) aciinn, já que 

·211" 

f d8 e" ~O 
./o 

C_..omo o operador estatístico deve estar normalizado obtemos que 

W(a1,···,a,) ~ L 1 , 
VEM.., 

ou seja que M.l é o número de autoestados contidos em ..1\-1 v· 

(7.105) 

(7.106) 

Ern continuação acrc->centmnos mais mna seção onde, apÓ.<> rc'\-isâo comcntadc'l. rc--

s1unimos O.'"> remltad<>:-; do teorema do limite chíssieo indicado e discutindo .a.<; concliçi>cs 

do limite chamado de não cleg;cnercseência (chí..'i.;,;ieo) a. parLir da situaç;.l.o de de-

gencn~cência ( quântico) 

7.7 Revisão Comentada e o Limite Clássico 

A diferença entre as definÍf.:'Õe3 clássica e quântica dos estados de sistemas dinfunicos 

aparece clarrunente quando considerrunos ·variáveis dinâmicas diversa..:;, e.g. ener~,ia1 

momento linear, momento ang1llar 1 etc1 e resposta.., a perturbações descritas por mna 

ener?,ia potencial de intera<:.,:c:\o. 
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Clá..ssicmncnte YariáYeit> dinâm.iea.s são funções de estado do sistema rlinàmico, i.e. 

então completamente definida.-, para um dado estado eompleü\mente caracterizado 

por lilll ponto do espaço de fa.~ do sistema dinâmico, r ( t). 

f.In l\Iccânica Quântica o estado esta caracterizado por tmm ftmçào de onda, e 

as va.ri<Í:\·eis dinâmicas &~o expressa."'> como opcnu:loreti hermitim10s atuando sobre o 

e;pnço de Hilbert da .. possín~is ftmçô(~ de onda, 11' ( t). Ainda mn c:~tado específico 

do sistema sendo considerado, i.c. o conh<-x:irncnto prct·iso da função de onda não 

define todos <~ '\olores que virimn ou serern obtidos por rrKxlidn."i de cada observável. 

Somente quando Jj) é autofmtç.ão do operador associado ao correspondente ohsen-ável, 

digttmo.."i A , i.c. A:U; = alb , onde a é um nlunero real, é que podemos afirmar que a 

medida de A_ nos dará um valor ünico, a, quando o sistema está no estado W. Cçmo 

já notarnos, em 1-Iecânica Quântica podemos fazer predições em relação aos valores 

que tommn as variáveis dinfunicas ào sistcrna no Hentido de tennos uma média sohrc 

o enscmhlc puro do sistema, i.e. 

onde P,i. = ]~·) (1/•] é o operador estatístico do ensernhle puro, ou matriz densidade do 

sistema. 

O ensemble estatístico misto, ou ensemble de Gibbs, é a média sobre toda~ as 

possíveL') réplica." independentes correspondendo a todos os estados do sistema ( cn-

sembles puros) consistentes com as condições de Yínculo macroscópicas impootas sobre 



o sistema. A.ssim, o operador estatístico de Gibbs associado é definido por, 

p (t) =L WjP.,., 
J 

onde :[J WJ = 1, cornos IL'; representando as correspondente; probabilidades de aduu·, 

(.l[t) = Tr {.lp (/)}=L u;Jr { :!P,,} 
J 

- "',,. ;,,. I ·1·1, · \ -L- '}\"JI. ,."JI 

J 

com, eYidcntemcnte, Tr {p(t)) = 2:: w, = 1 

Escolhida urna ba.set no C8paÇO dos estados do sistema, como pode ser a que 

diagonaliza o llruniltoniano H ( e mu conjmüo de observ·áveis simultâneos) teremos, 

cbamando de ~ ao conj1mto de nfuneros quânticos que caraterizrun os autoestados do 

sistema, 

P,, =L a~) (I) a~~)·(!) 1,;,:) (•"n:l 
71.11 1 

e 

com, na ba."e escolhida, os elementos de rnatriz de p dados por 

(~lp(t)l~) = Lw,a~)(t)a~)•(t) 
J 

e introduzindo o postulado de fases aleatórias p é diagonal, i.e. 

P (I) =L Pn(t) P,," 
n 

1 Ortonormal 
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com Pn (t) = (~! p (I)~~), e assim 

(Ali) = Tr { A.p (I)} = L (~I p I~) (~ ~-~~~) 
n 

Como mostrmno~ p satisfaz a L'quaçào de Liml\ille- Diroc 

8p (t) 
-~- + iC.p(l) =o, 

oi 

e no caso de equi!I11rio ~'· H] = O. 

. 1 
com 1C.p = c- [p. H] 

zll 

A mais, em 1\Ienl.uic:-\ Qnàntica nao iod<-l..'> a.s autofnm;ões do hamiltoniano sao 

autoestadoo "pos.<-;Í'\·ci-," do sistema dinàm.i<·o. No ca:-;o de partícnhl.":i idêntica.":! temo:-; 

uma J"{\"ltrição que limita as f1mçC)(~ de estado no sentido de que devem pos.•mir mna 

simetria dada: 

Para o caso de p.:'lrtículas com spin definido a f1mção será 

i) Simetria se os autovalores do momento ang,1Ilar intrínseco são zero ou inteiros, 

i i) Antisimétrica se os autovalores do momento ang1.1lar intrínseco Hão semi-inteiros. 

Temos "isto eomo obter os diferente:-; operadon~ r~tatísticoH de Gibh.o; a partir <la 

construçâo do Cil.">crnhle microcanônico, qwmdo lL'i<\mos o principio de ip,1utis prohabil-

id.:·1.dcs a priori. Podemoo escrever ele muna forma geral lcmhnmdo que, se o si<>terna 

está em contato com reservatórios com os quais pode intcrcambiar as grandezas P J, · 

j = 1, 21 • • ·, n (e.g. energia, mmncnto linear, tnmnento angular, número de partículas, 

vohm1e, etc) terrnoo que 

p = z-• ( F1,. · · , F,: a 1 , • · ·, a,•) exp {-t F; Ej} 
J=l 

onde 
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asseg,1rra n normalizaçúo de p, e os paràmetros F 1 , F2 , · · • . F~1 são definidos por 

onde Q j é o Yalor médio da grandeza P1 no estado ma.croHeópico caratcrizôClo pelos 

valore:; F1, · · · : Ct 1, · · ·, com oo Fi sendo os \·alares de equilíbrio com os reservatórios. 

O ertscn1ble canônico cmTespondc a P 1 = H, F1 = .3 = 1/ A·T, n: 1 = V, O: c = 

N1 (l = 2, :3, · · ·, l':i.c. 1' especies qnimica.~ diferentes); 

l = l,2,3,···,r-1, n 1 =V, etc 

A. identifiu'lçâo dos paril.rnctros 1~· corno varüívcis termodinâmica.":i intensiv<'lB, e 

de Z ligado com 1m1 potencial termodinâmico seg11e-sc, como vimos, do estudo de 

processos termodinâmicos adiabáticos e a comparação de coeficientes diferenciais. 

Em geral, cham.:'l.do, 

ln.Z(F1,,··:<> 1,···) ~ </J(F~,···:c>,,···) 

HC tem que 

e 

Em todos os ensembles kT é a entropia S do sistema expressa nas variáveis 

Q1,Q2,· ·· ,Qn:ni,Ct:2,' ·· ,etn, e <f; é menos um potencial termoclinâmieo (f1mç.:~o <lc 



ii) Grand-canónieo, J (T. V l't · · ·) = -kT1n Z (T. V !lt · · ·) == -kTo (T. V 111 , · · ·). 

iii) Pctit-canónico,C(T,p,:V1 ,···) = -kTlnZ(T.p,:\'1.···) = -kío(T.p,.\"1,· ··l. 

et,('. 

_ \ mais se tem que , 

<P})- (1~) 1 = ((Jj- (lj)) (/j- (1~))) = 

e, 

9' 
C11 = ((P1 - (P;)) (P1 - (P1))) = a;;fJFi 1nZ(F1 ,· ··:<>,, .. ·) = 

fJQJ fJQ, 
= -ai·< = - Df~ = c,J 

Na fase na qual o hamiltoniano é dia~onal, no ('.a.<>o eanônico teremos 

7 (T. v ;\'t •.. ·) = L ("-1-: .. /kT 

" 

1 '-' 1 l I . onc c 1.!..,1 sao os autoYa ores c a encrg,1a. Exceto (:a.."loo sirnpk'::::i tal vl.lcnlo é muito 

dificultoso por duas razões: a primeira é o própria dcterrninação dos autovalores En 

em ~i.stemas de muitas partículas corn interação (o problema de N corpos), c a segunda 

é a realização da soma: conseqüentemente se faz necessário desenvolver métodos que 

facilitem o cálculo, ou pelo menos, como é usualmente o caso, que permitam introduzir 

aproximac._-ões satisfactórias. Isto se refere não somente ao cálculo de propriedades 

tennoclinâmica.~. ma~ também à determinação de re>pOHtas (procCSHos cinéticos) a 

perturbações mecânicas; nos ocuparemoo do <'t.•:>stmto futuramente. 
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Finalmente lembrcmoo que foi deynonstrado o principio de Nernst ou terceira lei 

qne ffi tabdeee qne 

l s l )imo 
C\ 

=0 

Isto é indicação de que a 1\lecânica F..statística dá.~·iica falha n tempcratura.'l pertos 

do zero absoluto; em particular já vimos na primeira porte que outras indicações s.:-\o 

(L-.-\da..., pelo cálculo das propriedades termodinâmicas de gases de Ct';Ciladores hannôni-

c~ e de rotarlorcs rígidos, quando T ,:::) O , onde a temperatura f) era definida por 

kO = tiw e k8 = ti' /21 respectivamente. 

Deixando a demon .. 'ltração detalhada para mn Apêndice, anteciparemos o remi-

tado que pennite prever o dorrúnio de "'al.ores de texnpcratma que justificam o uso <lo 

cálculo clássico, ou, em outra.•:> palavras, os critérios que proporcionem as condições 

que validem o uso do tratamento mecânico-estatístico clássico. Para tal fim consid-

erarcmos o cálculo da função de partição no ca.so do ensemble c..anônico 

Z (T, V, N) = Tr {e-""} =L \~1 e-""~~) (7,107) 
n 

onde os I~) formam um conjunto completo de autofunções com a simetria requerida 

por cada caso, e seja o Hamiltoniano do sistema dado por 

N fi 2 1 
r{ = -' -'\72 + -'V (r' - r') = T +V L2,ml 2L t} 

j=l iof-j 

lK-u·a un1 sistema de N partículas indistinglúveis. 

Corno mostra-se no Apêndice ao final deste capítulo, 

Z (T. V. N) = Z,.,á."'" (T. V N) + R (7.108) 
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onde R contêm efeitos puramente quànticos que são de dois tipos: 

1) I\lodüicações do YR.lor clá.'i...,ico de\ id<l.S às presenças do potencial de interação 

entre as partículas, e independcnt<'S da sllnct.ria d..,1. funçáo de onda. 

2) I\Iodificações devidas A simetria da ftmf;iio de oncb c que nào se anulam 

aluda na atL_.;;Cncia de interação. 

"l'cnH*' n~s})(~ctinnneiiLe, 

(7.10!l) 

e 

(7.110) 

onde a sinal positi-va corrcspondc ao ea.·•m de hosons c a :-;inal negativa ao CfL.'iO de 

ferm.iom;, e 

' A., 

introduz AT o chrunado coxnprimcnto ele ondc'l térn1ico. 

Evidentemente, v = O implica R 1 = O, porérr1 

R2(v =O) =A -3N (±1) f ITN d3,. 'e-h,l' /2A} 
T IV! . 1 L...t 

;oo=l j-/-k 

que é diferente de zero. Lembramos que Z,:lássico = 17}"' / A:;Y" N!. 

Quai.<> as condições para de:;prczar Rt e R2 '! No~ de R1 é que 

I 
h' (32'\l'vl « 1 ou 
m 

(7.111) 

(7.112) 

(7.11:3) 
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e 

"' ,, " ' -.r jvz·l « 1 , ou 
11! 

(7.1H) 

(onde~·=!' (7) onde 7 é a po::>içào rcL-1.tint de duas partícula..,). 

Analis<mdo Fourier v (r) , 

I' (r)= f ,t'q I' (<fl ,.-v 7 (7.115) 

ternos 

(7.116) 

e 

(7.117) 

.Assim a•; dcsig;ualda.des acima verificam-se He o potencial varia no CSIP1.Ço ao longo 

de distâncias grandes comparada.., com o comprimento de onda térrnico "-\T. F.m 

outra.<; pa.L-wre:1s se na am-üil-i<~ Fourier do potencial inter-partícula:·; pnxlominmn as 

mnpliiudc:-; <'Olll tj~"..T << l. 

Quanto ao termo indqwndenie do potencial, de ser<Í dcspre.ávd se o expoente 

é g;rande, ou :-:;eja. se o valor quadrático médio dtl distância entre partículas é muito 

maior que o cornprirnento de onda térmico, i.e. 

(7.118) 

Aproximando este valor pelo quadrado da distância média entre partícula-; (V/ iV) 113 = 

n-I/:l obten100 alternativmnente que 

(7.119) 
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Isto é '\·criticado a muito alta."i temperaturas ou muito baixa.•:; densidades, qmmdo 

então as flmçõcs de pru·tição clássica c quàntia'l. (üfercm pouco. 

Obscn·cmoo que neste último cru:;o (com t · = O) a ftmção de pnrtição pode aproximar-

se por 

onde 

COlll 

L c-I?J'-rki2/2A} 

jf-k 

FN 
A. 3N ,'I. TI 
1\T ~". 

z = 1 ±f ""-- d }'- e-uv~t r,. ··J'!ii) 1 f II , , ·'"'<-
pe I VN J 

v~~)(17,···,FTJ) = -kTLln [1 ±e-1~1 2 / 2A}J 
i/ j 

(7.120) 

(7.121) 

(7.122) 

(7.12:3) 

(7.1U) 

que define uma pseudo-energia potencial a que CRtaria snhrnetido o sistcrna clêíssico 

por efeitos de correçiX?s qm\nticas. Este pot(~m:ial1-statístico (~ positivo ( repnbivo) no 

caso de fermio11~ e negativo (atrativo) no caso de bosow-;; vide Fig11ra 7.'2. Tipica-

(±) ~ • ·"' [ 1-1' 'H' l mente, eorn V 8t ( T"ij) = -k l Lá f j ln 1 ±f'- r,-' 1 • r , 

Valores típicos de kr (em em) 

10 000 k :3oo k 1k 
Elétron ~ 3 X 10 R ~ 1.0 X 10 6 ~ 3 X 10 4 

H ~ 1.6 X 10-17 ~ 4.8 X 10- 15 

I H e ~ 8.0 X 10-18 ~ 2..! X 10-15 

Ar ~ 8.9 X 10-19 ~ 2.7 x w-16 

massa de 1 kg ~8.1 X 10-46 ~ 2.7 X 10-44 ~ 8.0 x w-42 

( n" /k = 8.06 x 10 _,,. erg HCC 2/"k ) 

Table 7.1: Valores típicos de Ar (em em) 
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(t) 
f3u 

st --------

' 
---~-~-----:::=:::--- - -- - -

r/ A 
0.5 LO T 

-In 2----

-I -

Figura 7.2: 

Matriz densidade de uma partícula numa caixa 

A Hami1toniana en1 coordenadas cartesiana._.., é 

cuja.-; autoftm<:<>es ~lo v~ f;~ k-r , com autovalores 

(~) h
2
k' n' ( 2 2 k') o:k=-=-k+k+. '2m 2m .r Y -

Impondo condições periódicas de contorno 

fler =O, ±1, ±2, · · · 

onde L::r, Ly, Lz sào as din1ensões da caixa paralelepipedo. 

Calculemos a matriz de densidade <._..'UlÔJÜca 

(~ ~') 1 L -.!h (-) • (~') 1 L _,,, 1 .T(T-7') 
P r r = ~ e ..::;- r 0- r = - f: -e . . z •k 'k z v 

T T 

(7.1~!í) 

(7.l~fi) 

(7.127) 

(7.1~8) 
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Tran:;formmnlo a soma em ·integral 

com k,. = ~:.r. etc. U~m<lo c:-;te resultado em (7.12H) obtemos 

1 \
, 

1
. , , ,T.(7-7') 

_____..,. ----'>/ i ·~ ~ jlj____f;_ ( 
p( r, r ) = 7 --. d" k e · '""----o-,--= z (2;;-)' v 

---+ ·- ---+tmkT como /C= k - 1. ( r - r ) fí'· 

Porém 

eom a = r]TL1 /2lfl . 

Finahncntc 

onde 

r= -u/..:~ -<).À""l -ILk~ = ( 2/Jrt, ) '
112 

' ./_= dk,dkydk, C 'C 'C • 

(-o'l I---:''\__ Jn -~(r- r 1 
( ) 

:l/2 ' - -·)' 

1 fi 1 I - 7 2-J/ ' e , 

2 
A'- _h_ 
T- mkT 

/.; "' l 

é o chamado eomprimento de onda ténnico. 

Por outro lado 

( )

3/2 

Z = Tr {e-"") = zf ,p,. p (7, 7') =V 21r~li.' 

(7.12D) 

(7.t:ll) 

(7.1:J2) 
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e então 

(7.nJ) 

Passando a mn si"itema de coordenada._..., de centro de massa <' coordenada rclatiYa 

~1/ 1 ~ _,) =-(r+r 
•) 

( 7.1:l5) 

p(T!, T) 1 -& 
= -c 2·\T 

v (7.13fi) 

o termo djag;onal r = 7' é 

p(?, 7'J = p(?,oJ = ~ (7.137) 

que é a densidade constante d..=-1s partículas livres. 

Na coordenada relati-~.'a temos lffil pacote de onda de larg1rra ~\T ,que no limit.e 

de T grande (/3-+ O) tende a mna função deita (.\T -+O) eorrcspondendo ;.\ part.íenla 

pontual da mcefmica cM.-;sica.. 

A energia mLxli.a. {~(para H partíeula individual) 

(1-i) 
a 3 

= --lnZ = -kT 
8[! 2 

que JXldemos obter pelo cálculo 

(1-i)= ]à, (-~v;)p(R,Ç)= 

= __1_ ( TI' ) f "< [_2_ - e] e-<'/2A' = ~kT 
V + ·> d ' ·\' \' •) ... m . " . -

(7.n!JJ 
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~ 

Oh.":>: Transformando Fom·ier a nu·iá-..·el ~ , com p = h k , ternos 

p (Jl. P) = ~ I d3~. C-zk.f."C-E.~ ':.!.\} = 
I' . (2ocr' 

_ j ( (>-J;T)'' 2 -p' 2miT -Fm, .. ,. e 

"que é a distrilmiç;.l.o de ::\Ia .. xwell-BoltzimuuL 

PodemoH mo:"itra.r que na reprcsentaçiio de coordcnada.':l 

De fato 1 comúdcrcmoo a solução da equação de Schroclinger 

7-{ ( q, -ih :q) r~ (q) = E~>'~ (q) . 

c então o elemento de matriz (q le-·'"1íl c/) pode ser CS(:rito 

L ( ql ~)(~I e-Jh ~~') (~' lq') = 
11 ,7) I 

" ( I ) -,,e .. ( I ') " -w .. ( I ) ( I ') =L- fJ ~c . ~ q =L e q ~ ~ q = 
n n 

(7.110) 

(7.1!1) 

(7.142) 

(7.H3) 

onde u'illmos a completicidade da hase formada com os autoestados do Ilamiltoniano. 

Apliquemos ao caso da partícula livre: 

'(--;>- --7') = I rPk (k-(7-7'") vT 1 3 e , 
. (2;;-) 

(7.14·1) 

e então 
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j. J3<. . . -
_ " ,J/i~'\ 2 :2m 1 k ·("r"-7') _ 
- --.f~ e -

(·)-)'' "" 

I d
3
k .-.Jfi~k~'2m .([.(7-7') = --,(' t' = 

(·)- '." . -"I 

_ ("'kT) 3

'' x [- mkT -,. _ --:'')'] 
2-/, e p ·)/ 2 ( 1 1 

11 I - I 
(7.14.5) 

que coincide com o resultado obtido por c..-í.lculo direto nos exemplos. 

Oh-;erTcmos que o re:-;ultado ohtido i~ indqwndentc da fase escolhida, sendo so-

mente neces.<i<írio provar a completieidade, i.e. que dado { 0 71 (q)} ...-erifka-se 

L q>~ (q) r,); (q') = b (q- q') (7.1 Hi) 
n 

Por outro lado, no caso do oscilador linear 

·1"' ·' -2" ,0e-E i'Hn(0e-< i'Hn(Ç') =b(Ç-() 
n. 

(7.147) 
n 

onde é= x/A c.'\'= hjmw . 

Então 

n 

(7.148) 
n 

e rec"Uperamos o resultado calculado nos exercícios, i.e. 

exp { -~ (Ç + n' Th ( ~/jffiv) + ~ (Ç- a Cth Gwzw)} (7.149) 

como 

(7.150) 
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Exemplo: Oscilador harmónieo na representaçào de momento. 

A <listribtiiçiio de momentos <lc wna partícula, cuja."> autofunções na representaçÃo 

de coordenada são Yn ( 7) estão dada."i pela transfonnada F'cnrrier 

(i.l51) 

A equ.iYalbteia da.o.; representações se dé'i. pela transformaç.ào 

P rP -• =-in V' -r 
(i.l!í~) 

P pP _, = -ih\7 

Vejamos como se transforma a hamiltoniano no easo do oscilador harrnônico. Defini-

. c - I' - f"'2 . - - '". . 'z - ,. I E t-rnos...,- .r .a- v- h x , " - 11 p , ·'" - L mw. ~n ao 

L 2 h 2 2 1 2 
2rnP = 2m A 2 7í = 2 !iv.nr , 

(i. u;:l) 

-v (x p) _E.+ 1111 , .zx _ , 1., .. [ "' + ç2] 
'l ' - 2m 2 _\..(..' · · - 2 """' -d(7 <.., • 

, c:om E: = /c'/ hw . (i.l5l) 

Agora 

(7.155) 

e su.o.;tituindo acima 

(i.l5(;) 

ou seJa 

(i.l5i) 
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que tem a mesrna forma que a equação na fomw repre:>entaçào de coordenadas. Os 

.-mto\·alores siio eridcntcmcntc n + 1 ( n = O. = 1. ±2. · · ·), c a...;; autofnnçóes devem ser 

Q (7r) = (7.l!íH) 

lembrando que í7 = (.\jli) p e .F = fl'l/m:.....,• ( .\ é o comprimento de ondu de de 

Broglie de urna partícula de energia lu....· ). O desenho, para ilustração, do m~ddo 

qnadrado de a'l é mootrado na Fig1rra: 7.:t 

Na rcprcsentaç~\o de momento a.o.; matrizes dcn:-;idade dos estados puros &~ 

(;r/ P,. /n') =a,. (r.) a;, (TC') (7.1.19) 

e a prob.'lhilidade de achar o oscilador no estado In) com momento no intervalo 

(p,p+ dp) é 

(7.lfi0) 

Para ihLo.;tnu.;c\o mostramos na Fig11ra: 7.:~ o mc;dnlo de a'l, e onde Pu {~ o rmíxirno 

. I' . (•<1 v' f" n1mncnto no movunento c as.•nco p,1 = :..m ~, .. 

A JllL'<:lida que o nlunero qmlntico n aumenta, o nürncro de uodos n mrrncnta crn 

quanto diminuem a'i amplitudes dos picos intermecliários c alUllenta a amplitude dos 

picos extremos. 

Lembremos que a curv-a é similar no CMO <la probabilidade de achar a coordenada 

no intervalo (r
1 
x + dx), e o máximo valor dá:'isico da amplitude é xA1 = y'2En/mu.·2 

(x.cr/A = ôn) 

Para n grande então a probabilidade tende a 1m1 valor gTandc para ..c = .r _·\I e 

p = PM . No primeiro caso deYemoo interpretar como que o oscilador permanece mais 
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---------

-p (2) o p (2) 
M M 

Fignr.n 7.:~: 

ten1po nos pontos de retorno clás..,ico onde a veloddade é nula, e no segLmdo caso 

vemos que a probabilidade é maior na situação em que a a<.:eleração é nula. 

Se aprox:intamoo a d.q.m. pela di"'tfmcia entre picos temos:! 

1 2F 2F 
~v'') /·' - ~ - ') 1 

' 

-lfl '71 - - _f/ + . 
/Tlú.: lw.; 

(7.1G1) 
2 

Con.sidercntos agora o cnscmble canônico, p = e-i:t('H-F) Na rcprcscnta<,.:à.o de co-

ordenada.<; túthamos <tllC 

1 = - 1 = 
(ÇI P I()= Z L (Çin) (nl p-oH In) (nl() = Z L e+'+~)'i'n (Ç) 'i'~ (Ç') = 

n=O n=O 

1 ( 1 ] l: { 1 ' 2 (1 ) =- . exp -- (Ç +I;) Th -,iJfU.<J + 
Z 2r. Sh (,i31i.) -t 2 

1 ( ')' ' ( 1 ' ) } +:~ ç - ç uh 2ar!W (7.162) 

2 Calculado &D.p = (n + 1) fi= x"ZV 
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A mais 

(7.16:!) 

Na representação rle momento como \-l.mos 

(7.161) 

e <·IJÜi.o 

(;rj pj;r') = 2:::: (;rjn) (nj ':" jn) (nj;r') = (Çj p jç') (7.165) 

" 
O elemento diagonal é 

(7.166) 

No limite clássico (3rlW « I. 

(7.!fi7) 

Lembrando que j;r) = Jhj7\. jp), enl;\o 

112 . 
. ( ''-" ) . :\ _l "'" ,, ,, 

(pj(J jp) = -. -, - -( ' "'' = 
2kf " 

1 12 

( 
I ) ,-_,,,,,,, 

'2fllkT ' 
(7.Jü8) 
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Apêndicea o Capítulo VII: Olimite Clássico. 

O limite Clássico. Estabelecemoo os critérios que nos proporcionem as condiçôes 

para ju.··>tificar o n.··;o de mn tratamento ~Iecânico-estatístico dás .... ico. 

·Para tal flln coi:L."iidcremos a funçào de partiçOO no c.a.:jO do ensemblc canônico, 

Z (T. 1·. :V)= Tr {r-""} =L (vi e- 311 lv) , 
v 

onde oH lu) formam mn conjunto completo de [lmc.,-ões com a :-:;imetria requerida pelo 

sistema. Escrcvcrernos para a Ilamiltoniana 

correspondcndo a um sistema de N partículas interag,indo entre ela'> via um potencial 

V que depende da coordenada relativa de pares delas. Corno o cálculo do tra<,_.-o não 

depende da cseolha das funções de fase escolhemos 

e 
v 

v.· (7 1 • • •• 7 v)= -
1
- ...- (±l)"P rr· ,,,- (r) 

~ , ' ' fJViL Tkj) 

VH: p ;=I 

onde a sinal + conespondc ao ca.<;o de booons, a sinal - ao caso de fennions, P é o 

operador que indica as permutações das coordenadas r:" 1 , · · · 1 ----r+ j , e p é o número 

de pennutações realizadas nesse conjunto. A mais 1/ ..fNf assegura a norn1alização 

da função de onda se as :.p estão normalizadas; temos deixado de lado a'3 coordenadélli 

e índice> de ~pin por simplicidade porém não devernos esquecer que estão presentes; 

podemos <:om;irlerar corno incluído no..<> índices k o spin a ( k = ( k, a)) , e que a..9 

..p sao Hpmores. 



Utilizando como usualmente condic.:ôes periódicas de co~ torno num paralelepÍpedo 

de lados L,. , 0: = x. y, :, temos que 

na=Ü.±l.±2.-·· 

. ~ 

No linutc termodinâmico os íncliec.-; k J s.:lo pratieamentc eontínu<>s e a .. ':i.·~;irn pock'-

mo."> tran<iformor a.~ sorna.-; nos k em integTais 

Ao calcullir o traço teremos [com ~'=' (!.=\, k,, · · ·, k N)] 

-+ 
onde N! é acrescentado para levar em conta que qualquer permutação nü:-i k crn k-=.. 

(~ -+ -+ ) 
k 1, k 2 , • • • , k N produ:/. mn nK'Smo estnclo na répliea corr~pondcnte no enscrnblc, 

(~ tais permutaçÔet-l aparecem <u> realihar o produto das somas. 

1 
= 

2
, { (1, li A ll, 1) + (1.21 A ll, 2) + (2, li A 12.1) + (2, 21 A 12, 2)} 

Os termos diagonais ou são nulos no ca.~o de fermiollB, ou são duas vezes o mesmo 

estado no caso de bosons, c oo fora da diagonal são iguais (1, 21 A IL 2) = (2,11. A 1,2.1) 

e a.9sim está justific-ado o fator 1/2!. 
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( -~ons<'< 1 íicntement.c 

I1 
e-iT, 7 1 -.m TI c'T1 -71 

:p V''' e P' V'";' = 
} } 

= ~ f dr L (±l)f-1-r' e-iP~ k 1 -r1 e-J1í.ciP'L T 1 -T1 

"\.. PP' 

onde df = 0 dp1 0 d71/S 1 (2rrh)'-'" , com p = hk 

()bserva.rcmos também que 

"'(±l)p+p' -iP~;,-r -;3H. iP'k·r II..'J"' (±l)p -iPk-r -d'H lk r L e -"··e e ·· ·" =i.". L e ~·~e - e--
PP' P 

Vejamos de novo o caso de dois partícula .. <:> quando 

~ 

{~ o termo da esquerda. Se k 1 = k 1 o:-; termoH diag;onais H<\.0 nulos no cl\."lO de 

~ ~ 

fcrn1ion<j e duplo.'i no ca:.;o de hOHons. Os termos uao diat.;onais k 1 o:# k "l tern a 

propricdc"\(le 

(k,k,l A lk, k,) = (--,;, k,l :llk, k,) 

(-,;,-,;,H-,;,-,;,)= (-,;,-,;,IA!-,;,-,;,) 

e ne;te easo é justificado escrever 2!e-l(J.:, r, +k2r2 )-i(k2 fl +k, r2 ) A.et(k, rt +k2r2 ). Observemos 

que aparece um fator N! que ju..'"ltamente cancela o Nl de L~ ----.. ,~! rt L--,:) 

Consideremos ng;ora a fun~-ão 



i)u 

o.-) = -'Hu ' 

com a condição inicial u ( ;:-~:O) =e''.: T,-7,. 

ProcnremosrNiolwrlL"Uidoafunçúodeprovau (;:-~:3) = e-.lH,e''' lt: (:: k: J), 
com w ( ;:-~:O) = 1, e onde Hc = }{,- ( ;:J_:) é o hamiltoniano clássico do sistema 

~ ~ 

comp=llk. 

Levada <\ equa.çâ.o acima t.cmo:1. 

8u 
8!! 

-tk·r 
l\Inltiplicando oo dois lados por c;3'H,.e ·· ·~ c reordenando obtemos 

8w 
8(1 

Evidentemente o:; terrnoH envolvendo a energia potencial cancelam no rnemhro da 

direita, e só restam os de energia cinHica que p<xlernos trabalhar .a.'-i.':iilll 

' h L 2 z}.;r -.:J'H -- 'V c ··c ,-w = 
2m 1 

J 

O termo de energia cinética Li p] /2m cancela com contrihui<.~o do primeiro termo 

na cquaç.:1.o para w , e 

i}IL' d<·(cj" 
-=e .. 
83 
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IntcgTan<lo 

onde m;amo' que 11; (!:..~:O) = L Procuremo' rcsoh-er esta cqnaçiio intcgm-difcrencial 

pelo método i tcrati\·o. 

= 1- .1!!..!J'"' (p 'V) v+ .E'. {-l(J'"'-'V'v+li"'-'V vi'+···} 2rw L; J J 2m 2 L; J 3 L; J 

Para completar contribuições até h2 devemos incluir o termo em primeira ordem 

em n Illliik"l ordem superior de iteração obtendo 

/,.,, (i/i) /,"' ( ., ) JT ~ -J'l' !Jt' l l ----1- -•p• d:rc - L p 1 ·Y'1 c dyc - L p 1 ·\71 c · = 
.o m .o "' 

Rcernplazando na função de partição 

f J"H ~ ~i(1'~l)H { 2 } _ dre~ • ~ (±l)r e -.- 1 + lm· 1 +li n·2 +---
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onde li1ci ~ !i 2 w1 + · · · representa os diferent~ termos em IL.' em potência-3 crescentes 

de h, !L h2
• • · · 

Separando a permnta<:ào mlltAria 

I '""" P m -i(P-l)k ' + d[ L(±l) ,-.'e · (l+w1+w2+· .. } 
P.--I 

= Zclás8lCa + J( quri.nlicas , 

onde 

Z - I d[ -d?i.(r) C'lássir:a - e , 

e as correções quânticas são 

R !ir ,-d?ic(l')'""" "" + quar11ira.~ = t ( L n wt! 

. n:::: I 

+I ri[, -.i?i,(l') L(±!)" ,.-•(1'-I)P {1 + Wj + "'2 + .. '} 
. Pll 

As correções qm-lnticas s.-~o de dois tipo~; 

1. Correções a.'>sociada._.., com a interação e independentes da simetria da funç_-iio de 

onda. 

2. Correções devidas à simetria de'\ função de onda e que não se anulam ainda na 

ausência de interaç.ào, i.e. se v = O, w 1, W2, · • • = O , porém 

Rq (v= O) -{dre-JH,(r) L (±1)" e -i(P-l)k' 

· Pjl 
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Vejamo.s o caso ( 1 ) : 

--ô I P ·'V vi 1 "L~ "} -1-m J J 

Agora 

i) J d:JNP Wt =O já que w 1 é ímpar em [l. 

= } 2-'-- ".V' ,. (2IrmkT) 3N/Z (in) V' ·e-lc,->'\l'i(<!B>'/'m) onde usamos que 
.' 2m 61 J' ' J ~ 

Rcordcm-tnd<> 

i i i) 

-
1 

:f"'. [c? . V' l ,, -I F' V' ,.1"l} = 3rn'L..,; 11 . J-j 
J 



{ ' [ l} ~3\'/2 .J . 1 2 
= (2;nnk7) . ---"' v't·- -3lvJt'[ 

12m L J 2 
J 

Retmindo estes resultados obtemos Iinahnentc que, 

(2;-.. mkT).>.Vi'! ., ., . .-J. { n':i' L ( 2 Rq = '-,-:---:-'-'-=~· d' r 1 • • • d' r v r t ~ -- V l ·-
N 1 (2;rll)'·' . 12m ' 

I 

- '} l I r Jkl 1 _ 
[
1 +-.i r 'k. (v l'- \i,c) + ... ')\'2 •)' J J 

-· T -

No caso (1) as c.ontribu.i(;:Õ<.'ti qw\ntiC' .. a.s ~râo de;pn~ín~is quando tipicamente 

"">' 1l ') 2 , -·-lvvl « 1 . 
m 

Se o potencial e.tá caratcrizado por mn conjtmto de comprimento. .. -; earaterist.i(:<>S ~\, 

teinos que a condição acima implica que a variac:;:iio do potencial ao longo de cli':itancias 

da ordem do cornprimento de onda ténnico Ar= fi/ JmkT seja pequena, i.e. caso de 

potenciais suavemente variáveis no espaço. Em outras palavra~, no espectro Fourier 

do potencial devem predominar a.'"i componente~ de eornprimeut.o de onda grande. 

No CH • ...,o (2), i.e. a contrihuic:,:úo que aparc<·e aiwla quando 1 · = U (ou 1 • =constante) 

sen\ pequena se o expoente é grcmde, i.c. 

~ 

Se aproxirnamos o valor médio r 2 pelo quadrado da distância entre partículas temos 

que nA} << 1 onde conseqüentemente, 

• a baixas temperaturas ou altas densidades a condiç-ão para desprezar a.'> cor-

reções quânticas não é verificada, e a.<-; formas dássica." e quâ.ntiea.-; d<'l. fun<..'âo de 

pru-tição diferem grandemente. 
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Consideremos agora uma aproximação senti-clássica, i.e. calculemos Z na primeira 

eorreçúo qnántica no <:a...,;o de illL..,éncia de potcnc.i<-11 (t· = O), o que nos permitirá 

mostrar que os efcit<'*l qw-\nticos podem ser interpretados como resultantes de mn 

pseli<lüJ>otencial <lliC denominaremos <lc : 

O Potencial Estatístico. Con.sidercmos l' =O, quando a correçcl..o por efeitos 

quú.nticm; é 

1,1 1 ;· 1 L 1- - I',.,,, =-- dr- .c-r,-r)i'T 

V" -2 
'"'J 

Isto nos permite definir mn potencial e:>tatístico, i.c. mn potencial lictício que 

incorporado na Hamiltoniana dá&"iicn reproduz as correçoes quânticas derivad<:\S a 

efeitos de simetria da fun(,ilo de onda na ordem mais baixa. Introduzindo a coordenada 

l . ___..,.-­rc ativa r i_j = 1' 1 - r J 

e identiliemnos 

u,1 (.J =L { -kTln [ 1 ± e-I'•JI'/2Af]} 
lf-j 

que é po..9itivo (repulsivo) no caso de fennions, e negativo (atrativo) no caso de bosons, 

corno Inostrado na Fig,1rra: 7.4, e temos definido 
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Figura 7.4: 
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Capítulo 8 

Os Gases Ideais Quânticos 

8.1 Gases Ideais Quânticos 

Tendo construido o formali.':imo requerido para determinar H..<; propi;cdrulei:i rna.croscópi-

ea.<> de sistcme:k<; mccú.nico qmínticos, apliqucmc:tt> os resultadoo ao estudo do familiar 

gt-í.~ ideal. 

Lembremos que os rcs1llütdoo para o caso de partículas indi"tinguívcis devem 

diferir de acordo com a simetria da ftmçâo de onda. Corno já estahdccernos partículas 

de spin inteiro pos.··mcrn ftmÇÔL"-l de onda simdrica ('Ill rdm.,:<l.o ao int.erci\mhio de parc~'i 

de partícula.<.J, enquanto que partícula .. <; eorn spin semi-inteiro possuem ftmçâo de onda 

:mtisirnétrica. No ültiino ca."lo sendo que para partículas sem interação a fnnc:,.:ào de 

onda é dacL'l por urna ftmçào detcrnlinantal, verifica-se o Princípio de EJ:clusào de 

Pauli: c.:'\cla e..stado mecânico-quântico não pode conter mais de uma partícula. 

Consideremos rm1 si">tema de N partícu.la.":õ mun recipiente de volumern V, cada 

tmia possuindo um momento total de spin S .. Antes de continuar oh-;en·cmos que 

trataremos do movirnento de C(•ntro de ma._"'>.<;a, i.e. da parte tnmslacional da fun<:Úo 

de partiçào .. Os grau.'> de liberdade rota.cional e \"ibraciorml sào internos, não cnvoh-cm 
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a questão de pcrnmtaçõc:.~ no cspa<.:o, c a . ..,...,iin nii.o há distinç~ na e;tatístiea quàntica 

desta..., cmit.ribuiçôes que veremos mais a.dim1tc. 

Os nfnüs de energia LféJlL''llacional csLii..o como sahcmüt-> cm·at.crizados pch>H auto-

,GJ.ores do momento linear h k , degenerados em relaçào au; 2.'-J' ~ l autocst.ados ele 

s{>in. Os autoe;truloo de cncrg,i<-1....., da."> part Í<~ulas indi,iduais são 

,(TCT)= 
2m 

(8.1) 

e oo autoestado:-; individuais 

1 ''·'l·c·) 
= ;v" ' (8.2) 

com degenerescência '2S' + 1, corrcspondentffi a<>H ·valores de spin 

rr= -8.-s+l,···,s-l,s . (8.:!) 

As funções de onda do sistema todo devem ser contribuições linearc:-3 de produtos 

de funçôes do tipo (H.2) satisi~tzcndo a corn~pondente propriedade de sirnetria ou 

antisimcLria, i.c. 

.\' 

U•yUJl, ··.k.-.·a,...,- (7\.sl, · · ·, 7.vs,v) =L (±l )" II YTJaJ (7 1, S'j) (8.1) 
P ;~c [ 

Parn facilitar o cálculo vamo:~; a caraterizar ~ta . .., func..xles de oncla ele forrna difcr-

ente, nn assim chamad..:'l. reprc->entaçào de mímcro de ocupaç.:-lo, fazendo a scg·uinte 

correspo11dência 

-I··· n- .···) ' }..-a· 
( 8.5) 

onde os n.T a ( lilll para cada possível estado de lliila partícula I k cr) ) Hão rnÍineros 

inteiros positin~ que indicam a freqüência com que aparece o estado ! k cr) ·na fnnç.âo 

de onda total. Por exemplo parR o simples <:a.">o de duas partículas c <lois e':iLadoo 



a) no ('R...<;o sin1ót.rico pm·a 

.J-•1 (I ·>)-~r, (1) , ('') · , (1) , (''I · , (1) , ('') · , ('') , (1)] "'1.2 ---.,lYt. 'ri ... -Y2 Y2 ... 7'rl Y2 ... _,...YI ... 'rl, (8.(i) 

I.PJllOS 

n 1 = 4/4 = 1 n 2 = 4/4 = 1 

jrí. que tanto o PStado !1) como o e:-;tado 12) ap<:ucccm quatro vezes nos quatro t.Prmos 

de (K.Ii). 

h) no ca.-;o anlisimétrico para 

;.1 \.>) (1 '') - _1_ 
I, 1.2 • " - y'2 

.,:, (1) 

.,:, (!) 

e similarmente n 1 = 1, n2 = 1 

' ('') 'ri " 

.,:, (2) 

1 
= ;;,[.,:,(1).,:,(2)-.,:,(2).,:,(1)] 

v2 
(8. 7) 

Observernoo que no ca.<;o (b) os nj s01nente podem ser zero ou hum, enqucmlo que 

no ca..'iü (a) podem tomar qualquer valor 0,1,2,· · ·, c.g . 

.• (.>) (1 ·>)- ' (1) ' ('>)-r - ·J -O) 11!.:.! .... -y 1 r! ... =:'lt-~-f/'2- (8.8) 

As..•úm a energia lotai no estado di,e;mnos 

(8.9) 

(8.10) 

onde a soma é sobrP todo..<.; os k rr e os n-r udevem sntisfazer n condiç:l.o de ·dnculo 

S = LnTa I fi kff ::; s pjhosons 
1 COJll (8.11) 

Ta flk<7 =o 011 1 pj1Crniions 
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( :alculmnos a fmH.;;"io de partiçúo canónin\: 

Z (T. F .. \)= "ir { ,-"'} =L exp { -JC,.} (8.12) 
v 

onde I/ rPprcsenta todos os p(~sh-eis conjmlt,os de N Yalores { T rT} respeitada.':! a.-; 

eÕndic;úes de simetria d.a função de omh1. total. 

Na rcpn-scntaç.im de mímcro de ocnpaçél.o tcrcmo:; 

(s.n) 

sujeita ú rcstriç<l.o (8.11), e esta restriç<'lo aparentemente simpla3 cria enmmes cmn-

plicac;<><~ de <'<-í.lculo. 

Para superar a dificuld..,'1.dc recorremos a.o resultado de que no limite termodinâmico 

toe los os en..">cmblcs são {xpllvnlente, e a.">Siin em lugm· de caleular ô função de partição 

canônica, calcularemos a flmçào de partiç.ào g,nmd-canônica 

(K.ll) 

qt te vém de 
00 

Z (T \i, 11) = L Tr { c-cJ(H-eNI} 

.\' --=0 

A presença da so1na sobre N (devida ao acoplamento do sistema cmn mn reser-

vatório de partículas) permite transfonnar Eq. (8.1·'1) numa expressão manejável. 

Para tal fim, obser;emos que se temos uma expressão do tipo 

n1 n2 nJ a 1 a2 ···aj ··· 
;\' o l/i. 11'2' ••. 
~ 

::.: "j _\ 

podemo.~ notar que a m~ma e:-;tá composta de \.ermos da forum. 
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N 

O todos os nJ nulos e contribue o termos 1, 

1 mn n J = 1 e outros mtlos contribüc 

2 um nJ = 2 e os outros nulos <·ontrihúe 

dois IIJ = 1 e os outros nulos contrihúe 

:~ um n1 = :3 e os outros nuloo eontribúe 

·~ ::l ::l 3 rc1 + a, + a. + · · · + a + · · · .I J 

um fi.J = 2, outro ig11al a 1 e o rCHto nulo 

contribüe todos os po.. .... ..,íveis produtos afaJ, 

tr(~ fiJ = 1, os outros nulos eontrihúe 

Dc-;ta forma vemos que a.<.; somas com dncnlo seguida.~ pela soma em .V produz 

urn produto de sorw:l.':i sem vínculo 

= = = 
La7 1 L: ,, a2 .•. La? 

n 1 =-0 n2--=0 ,, o 

que contêm exatrunente todos os termos que podemos formar na tabela acima. 

O caso particular em que tcm<>H somente dois \·ariávcis a 1 P r1'l resulta em 



N 

o 1 

1 

l 

"' "' "' "' "' 
!' 

= = =L a~iJ L a~ 2 

:'ll=O nt n2 111 ~-=O 112 '--o 
~ 
71J t-n2·co:V 

Conseqüentemente, Eq.(8.H) resulta 

(8.1!í) 

que é produto ele shies g;eoméLrica."> de ra.zi"to exp { -.1 [(_ (k rT) - ll1 }, CUJa soma 

depende de que a • ..., p..u·tícula.-; sejmn fennions ou ho:-;ons. 

I) Sistema de Fermions 

Neste caso n ( k a) ú zero ou lnnn e <-1..'->..">im 

ZFD (T. v.!')= rr [1 + e-J[e('ka)-"1] (8.16) 

T(Y 

II) Sistema de Bosons 

Dcs<le que nTu pode tomar qualquer '\·alor inteiro positivo temo."> qnc 

Zwo'(T.V.f1)= rr 1+e-"HTa)-•·r' (8.17) 

Ta 
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O potencial t.erniO<linàntieo gran<l-cruHlnico é t:>nU\o 

<>• (T. L ;I) = p\' = kTln Z (T. I~ 11) = :;=kT L In [1 :;: c-l[· (T u)-••J] (8.!8) 
11 j:rr 

onde o sinal neg-ati\·o no último membro corresponde ao ca.•m de hosons e o posiLi\·o 

ao ca.'io de f<'nniotls. 

Obscn·amo .. 'i que no <".<-1..'-iO de hosons a <·om-crgéncia da série georndrica cuja soma 

ó a Eq.(H.l7) requer que a razl\o da si·rie c-· 1
(' -!•) seja menor que hnm , o que implica, 

jc-í qnc t i! definida po:·;itiva, <flH' o potencial químico 11 deve ser negativo, i.e. 

fi< o ' (8. Hl) 

limitn.çii.o qne não é nece&">ário no caso de fermiom;. 

Tendo obtido o potencial termodinâmico cstarnos em condiçôes de avaliar difer-

entes g;r<-mdczas termodintunieas. Dn.a . ., importante:-; Mo a energia interna e o número 

mi·dio de part.knla.-;: 

e 

il . ' . 
-c-)· In.%' (/.V, ;1) 

( . i 

(N) _. (T , ) _ I rJln.%'(T, VI')= 
V -n ,k/l -+v A(;3/l) 

=~L [eJ{,(TuJ-,·l =r lr 
Tu 

(8.20) 

(8.21) 

Podernos também obter oo números de ocupa.çào médios ou fnw:,:õe. de dititrihuiçã.o: 

a) Para hoHon._.:; 
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i) 
(8.22) 

r ( )
' ln7(T.l".p) 

n .. 1r krr J 

(8.2:!) 

~J) Para fcnnions, 

(8.21) 

pnH ltlZÜI< lc) 

(8.25) 

Notentos que se E (T cr) independc do índice de spin [cf. Eq. (8.1)] a.":l ftutç(>es de 

~ 

distrihuiçi\o d.adas acima (lependcm somente de k , ou rnais preei<X'\mentc da cncrg,ia 

t ( k rT). A mais, está daro que enquanto u ( k a) pode tomar qualquer Yalor entre 

zero c infinito ( o últirno no liinite LenuodimlnUco), .f (T) pode tomar Yalor<'!-i entre 

zero (' lnun consistentemente com o prin<"ipio de Pauli. 

Consideremos em continmu:;áo os ca:->os de fennions primeiro e depois de hosOIL">. 

8.1.1 Sistemas de Fermions. 

Para o caso de 11m gás ideal de fermioiL':l tínhamos achado que 

(8.2fi) . 

(8.27) 

!: •T 

(8.28) 



e o potencial teimodinàmico é 

~'S (T. I·~ J.l) = pV = kTln Z (T, V, J.l) = kT L In [ 1 + e-J[,, ,-"J] 
r~ 
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(8,29) 

(',orno 'S = U ~ TS ~ J.tN; F= U ~ TS; G = U ~ TS +pV = J.iN, temos que a energia 

livre pode ser esc1ita corno 

F (T, V, N) = NJ.l ~ kT L In [1 + e-a[.,,-"J] 
ku 

As três equações acima pennitem tratar das seg1Jintes situaçi>es: 

(8,30) 

1. Para T, V e f-1 dados, i.e. contato com reservatórios de energia e pnrtículas 

(ensemble grand-canônico), (A) proporciona a função de distribuição dos estados de 

partículas individuais, com ela podemos calcular a energia média (B), e o número 

médio de partículas (C), 

2. Quando T, V, e 1V são dados, i.e. contato com resen'atório térmico somente 

(ensemble canônico), então J.l segue (como flmção de T e N ) da Eq, (8,28); em 

continuação (8,26) e (8,27) proporcionam a flmção de distribuição c a energia média, 

3. Quando E, V, e Jll são dados, i.e. sistema isolado (ensemble microcanônico), 

podemos detemrinar Te J.l a partir do conjnnto de equações (8,27) e (8.28). 

Desta forma podemos passar da descrição nunt ensemble, originariamente o grand-

canônico, para descrição num outro (canônico - o usual - e o microcanônico; também 

para o petit canônico usando a Eq.(8.29) que liga a pressão com T, V, e J.l). 

No limite termodinâmico, no que se verifica - como vimos - a equivalência dos 

ensembles, como as dimensões da caixa que contêm as partículas tende a infinito, a 

separação dos níveis de energia t k 
17 

tende para zero, e podem ser considerados como 
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praticamente c..ontinuos. A.ssim E-;; a- = !fl·k 2 /2m é uma função continua de k ecom 

~ 

base nisto pOOemos transformar as somas sobre k em integrais, corno segue 

L:~~fd3k~~fdkdrlk2 , 
- (2r.) (2r.) 
k 

(8.:n) 

onde V é o vohune da caixa e, em coordenadas esféricasyr! é o ângulo sólido. Definindo 

o novo sistema de coordenadas (t, ..p, e), a partir de ( = 1i2k2 /2m temos qtle 

2; ~f d<drl g(<) , (8.32) 

k 

onde g (E) é a quantidade, 

(8.33) 

tendo sido usado que 

(8.:H) 

~ 

A densidade de estados g (f) d< é mna medida do número de estados k a com-

preendidos entre as energi&> t e E+ dE, por unidade de ângTilo sólido e por spin. 

Conseqüentemente, nesta representação, segue-se que 

U(T,V,fl.) =f d< g(<)<J(<) 

N(T, V,f1.) =f d< g(<) f(<) , 

(8.3.5) 

(8.36) 

(8.:37) 



f( E) 

0.5~ 

--~--

onde 

T=OK 

ll (T) 

Figura 8.1: 

T <<'"f 

" =K T. ~"o F 

g(c)=4r.(2S+l)g(<) , (8.:l8) 

levando em conta a sorna sobre os estado::; de spin e a degenerescência em spin dos 

níveis de energia, assin1 como o fator ·lrr da intcg,Taçiio sobre O. A mRis, 

(8.:39) 

Vemoo que a função de distribuição f (E), dita de Fermi-Dirac, aparece nas ex-

pressões para cálculo de valores médios. Ela é função da temperatura e do potencial 

químico- e através deste últllno do volmne c número de partículas. Sua forma cara-

teristica é descrita, sob diferentes situações, na Figura 8.1 

A temperatura de o· K, f (c) está da<k--. pela fw1ção deg,rau O (p0 ~ c), onde /lo é 

o potencial quúnico à temperatm·a zero. Isto é manifestação do principio de Pnuli: 

no estado fundamental retarão ocupados indiddualrnente todos oo estadm; ck• mais 
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baixas energ,iR.S entre t = O e t = flo , noo quait:i estão distribuídas as ~V partículas. 

A temperaturas não nulas há estados excitados ocupados. Foi definida unm tem-

peratura caratcristica do sistema T F como a rnedicb em g,Taus Kehrin do potencial 

termodinâinico a temperatura zero. A energia E = Jlo é também dominada de energia 

. 
de Fcrmi, EF, e correspondc à energia do último nível ocupado (no estado fundamental 

a temperatura zero) que então é denominado de nível de Fermi. O lugar geométrico 

~ 

que no espaço- k corrcsponde a energia tp (ou J.Lo) -no ca.c;;o do gá.-; id<'al mna esfera 

- é chamada de superfície de Fenni. 

Vcjanms agora alg1unas formulas assintôticas de cálculo no limite T << Tv . Para 

isso observemos primeiro que nos cálculos de valores médios a função de clistribuiçiw 

f (E) voi acompanhada, baixo o sinal de integração em energia, da função densidade 

de estado8 g (()e de alg1rma outra função da energia, digamos 1L· (t:), na forma 

fd, g(t) f(t) ,)!(t), / dt f(t) <P(<) (8.!0) 

onde escrevemos o (t) = g (t) u· (<),que tem a propriE-<ladc de ser zero para'= O [ef. 

Eq. (8.:33)]. 

Vmnoo mostrar os seg;ui.ntes resultados: Seja ,P (<) na Eq.(8.40) uma função con-

tínua e diferenciável ern E = f..t, e de variação lenta no intervalo IE- 111 ,...... kT. Então 

se verifica que 

ou, definindo 

1= . 1" r.' aq,) d< J(<) <P(<) = d< o(<)+~' (kT)' -
8 

+··· 
O O 6 E J-1. 

d 
ú) (<)=~<I>(<) 

dt 
ou <I> (t) =r d<'<I> (t') 

(8.41) 
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)l 

I I 

L- KT ----"" 

Fig11ra 8.2: 

temos a forma alternativa 

- d< <I> (c)-= <I> (JJ) +- (kT) 2 
-. +" · l oo àf 7r

2 à'JJ) 
. o ÜE 6 Dc 2 

" 

(842) 

Vcjamoti a dcn10nstração; pora is..:;o eonsidcrarnos a integral 

l"' {)<!> = r a f(,) 
I= lo d< f(<) 7k =f(<) <I> (<)10 -lo de <I> (t) ---;s;- (843) 

onde usamos integração por partes e o anulamento da parte integ,Tada nos limites, já 

que f (oc) =O e <I> (O)= O. 

~Ta..;;, podernos ver que 

(8.-J.J) 

que é uma ftmção na forma de sino na região I<- JJI "'kT (onde Fig,ura 8.2). 

Podemos observar que no limite T ~ O (B ---+ oo) esta ftmção se reduz a uma 
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função delta centrada na energia de Fernli, i.e. 

lim (-~1 ) =ó(t-tp) [ouó(t-,u0)]. 
r~o ué 

(8.45) 

Neste c.<-l.so tcnnos, 

1= d<I> 
lim dt f(t)-d. =<I>(,u0 ) r-o 0 c 

(8.46) 

ConsideremoH agora temperaturas maiores que zero; expandindo em série ele Tay-

lor <1> ( t) ao nxlor de t = f-t , teremos 

<I>(t) =<l>(Jl)+(t-Jl)- +··· d<I>) 
dt " 

(8.17) 

que snstitu{da na intcgTal I produz termos da fonna 

l= df 
<I>(,u) dt -d = <I>(,u)J(t)l:;" = -<I>(,u) ' 

' o ' 
(8.48) 

r= dt (t- ,u)" df "'o ' se n for impar , 
./0 de 

(8.19) 

1= ( n dJ ~o= (<- ,u)" e'
3
('-"

1 
dt (- Jl) - = -(3 dt . 2 = 

o dt . 0 [e·'(•-"1 + 1] 

=- (kT)" r= dx x"c" 
2 

= -2 (A:T)" n! (1- T"+') ( (n), 
./o [e'+ 1] 

(8.50) 

onde temos introduzido :r= ,/3 (E~ p), n é par, e ( (n) é a func.,.-ão zcta de Ricmann, 

l.C. 

Em particular 

Assim 

((n) =:L c" 
l=l 

~2 7T4 

((2) = ·~: ((4) = 90; 
7r6 

((6) = 945 

1 = r= dt f(t) ~~"' 
./o 



107 

(8.51) 

qne em prirneirR ordern reproduz a Eq.(8.41), e tarnbém a Eq.(S.-1'2). 

Apliquemos este resultado parn obter propriedades a hai.-xas tcmpcratm·a."l nmn 

gáH ideal de fcrmionH de :-3pin 1/2. Ne::;sc caso 

v (2m )312 

g(c) = 47i" X 2 X g(() = _
2 

2 Vc 
2,. h 

A temperatura zero temos; , 

1= 1" V (2m) 3

/

2 2 3 •2 N= dcg(c).f(<)= dcg(t)=-
2 

-
2 

-110 ' 
o o 2-;r/j 3 

ou seJa: 

/j2 2 

(3 ') 2/3 2/3 /j (3 2 )2/3 
J.lo = 2m r. n . = 2m Jr n . 

(íUi2) 

(8.5:l) 

(8.54) 

Como /lo = Ep, e sendo kp o rádio da esfera de e_.nergia eonstantc tF (a superfkie 

de .Fenni) temos que 

2 k·2 I 2 
/j F '" L (' 2 ) 2/3 f-lo= (F=--= k!F = -,- 37r n 
2m '2m 

(8.05) 

com este r~ultado podemos escrever em fonna cmnpacta 

e a densidade de e:;tados no llivel de Fermi, que tem importante papel na definição 

de diversas propriedades físicas, é 

3N 
g(<) = -2 

fp 

Vejamos agora o caso kT << f-loi então 

(8.57) 
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3 \' -:l/2 1" d r:+ 3 \' -3/2 ;;-
2 

("r)' ajE'c) + -"' -, flo <v< -. f1 - •. , -- · · ·-
2 0 2°6 De 

" 
= ~ ,,, -:l/2 ~ .1/2 + ~ s -:l /2 "

2 
(kT)2 ~ _1_ + ... = 

•0 flo ., f1 ., flo 6 2 r;; 
• • - vfl 

= !!_ S + ~~Y - +- ·-
( )

3

1

2 

[ -' (kT)' ] 
l'o 8 I' 

(8.58) 

De (8.SR) obteniO..'i cpw 

- 2 kT 
[ 

2 ]-2/3 
f1 (T) "' /lo 1 + 'i; (-,;) + · · · 

(8.58) 

onde usmnos que kT << f-L para reter termos só até segtmda ordem c aproximar kT/ Jl 

por kT / flo· 

A energia interna remlta.: 

U(T. V,N) = roa deg(<).f(c)c = ~N1,~31 2 roa de , 312f(<), 
h 2 -~ 

(8.60) 

onde us.:u1do (8.·!1) cmn ó (c) = c1 .1 2 obtemos, 

[ 
2 '] 

3 5r. kT -
"' -NI'o 1 +- (-) = Uo(N, V)+ U(T. V,N), 

2 12 /lo 
(8.61) 

que tein dua._') contribuiçi:.es, Uo a energia de ponto zero, e correções devid.:'l.') a tem-

pcratura::-; finitas, i.e. U. 

O calor específico rcsul ta 

(8.W) 
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2 
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Classico 
-------

Quantico 

I 

Fíg1rra 8.:!: 

lü~J 

que é zero a temperatura zero (principio de NenlBt), e cresce line--armente com a 

ternperatura, com o coeficiente de proporcionalidade ~~ dependente da densidade ele 

estados no nível de Fcrmi. 

Graficamente energia e calor específico~ ilustradas Dê\ Figlrra s.:l. 

, Quando começ<t a manife;tar-se o comportamento nítidamentc quàntico que o 

tcorenm de Nernst antecip.:'l a haixM ternperatura~'? 

De acordo aos nosso."> resultados na seção sobre o limite dá. .. , ... .;ico, sendo que no 
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.c&':io tlao há potencial, deveremos ter, por inYersà.<) do critério então estabelecido, 

comportamento quàntico quando 

Onde f é a distância média entre ferrnions. Se escrevemos V = .:..iVf3 , ent<\o T = 11- 1 3 

e a exprt->f:lsâo acima pode modificar-se paro. 

(.\r= h/ ..)mkHT) 

ou .'-lcja, quando o comprimento de onda térmico AT é muito maior que a distância 

média entre partkuliu;. Podemos transforrnar esta relação assim 

e con1 definição kf-3TF =f-Lo, temos aproximadamente 

Conseqüentemente a densidade constcuite, ao diminuir a temperatura o sistema 

entra no donúnio quântico. A teinpcratura zero a flmçào nlunero de ocnpa\'iio rcsulitt 

a func:,:ão degrau de He.anside 

da Figma SA (vide também a Figura 8.1). 

As partícula._-; tendem a distribuir-se de forma de minimizar a energia, ma...,, por 

causa do principio de exclusão de Pauli, não há acunm.l.-"1.( . .'-<~0 no mai.<; baixo nível de 

energia. A medida que a temperatura tende a zero, a distribuição energéticrunentc 
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f(E) 

Fig1rra 8A: 

rnms fa.,mrávcl consi<>te na ocupaçao de suces..:;tvos níveis de energia de partícula..;; 

indi\ridu.:'1is, começando pelos de mais baixa energia c terminando no níveljL0 , quando 

completa-se a acomodac,.-âo de todas a.<> partículRS. Um gás de fcrnliOIL<> tem então mna 

considerável energia de ponto-zero, que como temos visto equivale a * N J-l.o· Para um ,, 

gás com urna concentração de 1023 fcrmiort.s/rm3 se pode ea.kular que J-l.·o""'"' 5 e1l, ou 

Tr "' 10000 ° K , e temoo que por partícula a energia de ponto zero é da ordem de 3 

e\/. 

O m.ais importante sistema ao qual aplica-se o conceito de gá-s ideal de ferrnions é 

ao si"!ten1a de elétrons itinerantes num metal. Os elétrons mais externos dos átomos 

metálicos estão fracrunentc ligados e podem ser ide.alizados como movimentnndo-:-;e 

livremente entre a rede eristalina. Para a totalidade elos metais a temperatura de 

Fenni é muito alta (como exemplificado acima) c o comportamento de;te-; elétrons de 
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eonduçào é sempre quAntieo. 

Porém tenhamos em mente que os elétron.'i tem carga e fiSSim intcragcm através de 

um potencial coulombiano forte e de longo alcance ( "' 1/ J' ) • Assim certmnentc estão 

longe de cml.'::>tituir na matéria conden ... •:;ada 1un gã.<::; ideal. Voltru-crnos mais adiante 

sobre e;te tópico para mostnu· como, muna apropriada representação aproximada, 

podemo..., aplicar - com devida."! modifica.çOCs - os resultados do gás ideal de fcnnions 

Vtdamos agora outras propriedades do gá...., ideal de fermions a baixa.'·" temperahrra."i. 

Comeccmoo peb equação de est.c'"\do; da Eq.(8.29) temos que 

(8.63) 

Integrando por partes, 

'j VkT 2 I= plr = ' 1 , .• -;-(:l/'lln [1 + e-d('--Jd] + 
2 -~/2 3 

fl·o · o 

3NkTii~ 1·= d· 3; 2 [l ,,1,.-">]-' = + .3/2 . 3 ( ( + c 
2flu o 

21= 2 = :3 
0 

dug(<)J(t) = 3U(T,V,N) (8.M) 

Este resultado é completamente geral (mesma expressão se tem no ca.so clássico); 

no limite de baixas temperaturas, usando a Eq.(8.61) obtemos que 

2 ( 2 2 , " kT) pVoe-;:iVf10 +-Nt"o - ~ 
o 6 /lo 

(8.GG) 
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onde ,·cmos que existe lllllli pressão a.">Sociada a energia de ponto zero (resultante do 

principio de exclusão de Pauli), e o outro tenno dependente da ten1peratura (<:rffice 

quadraticamente emn ela neste limite). 

A cornpressibilidade remlta 

r na.., 

_[)__ ( V)= V iJp = ~NDJ.lo ~ "
2 
N (kT) 2 2_ iJflo = 

iJV P i)l/ + p 5 iJV 6 I'Õ iJV 

~ ~ •V iJ In f.lo ~ 7r
2 

, ( -T)' 1 iJln !lo 
~ 5" 110 iJV 6 1\ k f.lo iJV 

com ln f-Lo= -~ ln V+··· 

OH 

2 
3V 

, e então 

iJ 2 2P r 4, 1Tr2l v -+p~ =~-1\fl +-(kf)­av 15 o 9 !lo 

V' iJp = ~~N ~ 1r' N (kT) 2 2_ = 
av 3 flo 18 /lo 

2 , r Ir [ '(T)'] =~;/'flo 1+12 TF 

Da Eq.(8.70) obtemos iJpjiJV , que "ustituí'do na Eq.(8.66) proporciona 

(S.Gti) 

(8.(i7) 

(8.68) 

(8.69) 

(8.70) 

(8.71) 

(S.n) 

com, evidentemente, mn termo de ponto zero e outro dependente da temperatura. 
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Para a energia li'\ Te de Hemholtz obtemo.., 

(H.7:l) 

contendo o termo de energia de ponto zero, c o termo dependente da temperatura 

enn>ln~ndo [T (T) e ~TS. Calculcmoo então n entropia 

8F ;r
2 

T 1r
2 

( T ) s (T. v. A)=-"" = -, J\'f10 ,r2 = N-k - , 
u• 2 ,. 2 Tv 

(8.74) 

sati"ifazcndo a temperatura zero o principio de Nernst. A partir da Eq.(8.74) para a 

entropia recuperamos a expres.">ão para o calor específico da Eq. (8.62), i.c. 

(8.75) 

-O limite clá.c.;sico ( Alta.c.; temperatura..., c baixa..:;; densidades, i.e. ATn 1/·3 << 1). 

Da cxprcs.<-;ào para o número de partícul.-'1....., ternos que 

N I 1= . , ~1 --; = ~ dt g(e) [e"i ~1') + 1] = 
l v o 

~;r 1oo d 2 [z~l Jp'l'- ] ~I = -n3 P P e + 1 
' o 

(8.76) 

onde temos passado para integTac;,.'.âo na variável momento p e definimos Z = exp {8J-L }. 

Intro<luzindo a variável .r2 = ;3p2 /2m resulta que 

(8. 77) 

onde 

~ r= [ l ~, 
li' (Z) = fi .f o d.r x 2 z~ 1 e'' + 1 = 
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(8.78) 

e a Eq.(7.G1) é mna forma <:llternath-a da Eq.(8.58). Então. de (8.77) obtemos 

\·',, - z .,-.}. 2 Z' ~r--- -r··· . c por iteração 

(8.79) 

3 - ;Jt 3 -;JE 
[ 

1 l
-1 

"< (Arn) e + 1 "'11 Ar e (8.80) 

que é a distribuição de velocidades de l\.laxwell. A mais 

11 = kTlnZ ~ kTln (A~n) = 

[( kT)
3

1
2 

] 3 ( T) =-kTln n~' /n =-2kTln TF (8.81) 

é o potencial químieo no limite clássico, ncgati"\-o e crc."">ecntemcnt.e negativo eom 

ten1peratura..c; <Te~wcntcs. 

Por outro lado a equa.ç.t-l.o de e;tado rc:m.lta: 

(8.82) 

ou 
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SkT [1 ~r'"' (-\~n) + .. ·] (8.8:3) 

l.C. a eqna.çào do gá."i ideal dá•;.-,áco nmis eorrcçOCs em potências cr<~scentcs de .'\}n 

(« 1). 

Elétrons eru Sólidos.( lliil breve con1entário) 

Ao redor de 1028 Sonunerfcld mo,":ltrou que a.':> propricda.dcs termodinâmicas e de 

tnm .. -;portc dos metais p<xliarn ser cntC'ndid<-ts inYoeando a cstntística de Fermi-Dirac. 

l\Iais tarde, corrig,ida.-.; por \Vibon de forma a incluir o efeito <la rede cristalina de íon • .., 

pa.">son a constituir a.'i ba.'>CS da. moderna teoria da matl~ria condensada. 1·\mcionando 

bem, um certo paradoxo surge aqui. Porque o modelo do gá.•;; ideal fm1ciona tão bem 

quando aplicado aos elétrons, se sabemos que estes intcragern entre eles através de 

forças Coulombianas (forte e de longo alc..ance, e conseqüentemente não é mn gás 

ideal'!. 

A rc~po~ta foi dada por Fermi, Landc-m, Debye e ontn>H com ha:-;e em que por c·mt-;a 

da própria interação, os elétrons móveis produzem efeitos de polarizac~.iio que hlindmn 

à interaç.c:l.o Coulornhirum de longo aleance. Estes elétron."> acompanhado..'-> da "nu-

vem" de polariza<._i1.0 formam um sistema das dmrnadas quasi-partículas fraeamentc 

interagerttc:-; .. 

Como sabernos, no tratamento do sólido a aproximação de Born-Oppenheiner per­

mite - ntun tratamento cartesiano reducionista - separar o estudo da dinârnica da.."> 

partes cletrônica.'i e iónieas. Como descrito no gráfico (vide Fig11ra:8 .. 1j), os ÍOIL">- uma 

vez descritos num sistema de coordenadas normais podem ser tratados na. aprox-

linH(.'.<H> hannônica (sn<l tenno<linúniica <"'Stalística scr<-Í. eslmc;a<la nn :-le(.~to scg,1Iinte 
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sohre hosons). Os ('Stados (•lct.rónicos. <'Oino já mencionado, tratados na aproximaçào 

de qna.-;i-partícula."l de Landau. \'~Ullos (lf'.'><TCY<-'r Slllll<triamenl.<· cmuo rc•alizar P.Sta 

Por calL'>a da intf'fa()l.o Coulombiana wto podemos ('8Cn·w·r a fnn<:<-lo de onda 

det.róni<'a como mu único dc~.cnniuantc de fwu.:ócs de uma partícula, com (-st.as 

[ ' l 11 :!. ,r -----'> () -----.,. () () -----+ 
- -. -'V + l r. ( r ) ,: - ( r ·') ~ ' - y' - ( ,. , s) 21n nku nkrrr1ka 

~ 

onde V L ó a energia de interação entre o elétron c o~-> íons. ( 11 k rr, eorno s.-1.bido, são os 

-índices de banda, n, de pseudo-momentnm k fomwndo nllon~ sohrc a primeira zona 

de Brillonin, e o índiee de :-;pin o-). Devemos introduzir a Ülteraçào Cou.lomhiana, e 

como esta n.eopla a dinâmiea. de todos a.<> partículas, a função de onda deve ser uma 

série infinita de ftmc:.:õc~ determinantai~ eonsiruÍda.":l com as ;;0 . Porém, por <"'msa dos 

arg1uncnios cn·anç.culos previamente, po<lcmo:·; esperar 11ma rcfornitila~;,_:à.o <lo J>rol>lerna 

em termos de urna nova repn~entação que SlL.'->t.itúa os d<~trons por uov.rts entidade:-; 

fracémlciiie interagcntes: as quasi-partículas de Lmdau. 

Vruno.<; fazer uma muito sucinta dc:-;cri<_~iio da introdução de-; ta, c-hamada na liter-

atura, aproximação de elétrons indi,·iduais [Ao leitor interessado su.g;erirnos os textos: 

F. Seitz, J\Ioderm Theory of Soli<b (J\Ic Graw-Hill, New York, 1940); L.Hedin nnd S. 

Linqu.i"t, Solid State Phv"ic."< Series, vol. 23 (Academic New York, 19fi9); J\L Cohen, 

cru Proc. Inst. School of Physic..."9, Enrico Fermi, Course 37, VV. :r..Iarshall, editor 

(Academic, Ncw York, 19G7)]. 

A forma de aproximação mais :-;implc:-; de toda:-; ú a chamada :\proximaçiio de 
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fiprra X.5: Esquema geral do estudo de sistemas em estado sólido 
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Ilartree-Foek. Nela liSa-se o .. Ansa.tz de impor mna única func;ào de onda det.enninruttal 

com funçôes ele mna quasi-pru·tícnla 'F~n Ta na forma 

(8.84) 

As f1mçóes y ~ao seg1Üd..,'l.ntcnte determinadas por um rnétodo nu·incional (Schroedin?;er-

Ritz) consistente em escolher aquelas que nllnim.izarn a energia 

( 8.8!í) 

pm·a obter que ela...., satisfazem tuna equação tipo Schroedi:ng;er não linear, i.e. 

onde 

(8.87) 

•1(7) '- ~ "' " - ;·,{',.' "' · - (7 s') ·- (7 s') · - (7 s') · 't'nka ~ r1'k'a'' 1""2 _ 71'1-',,'k'u , .. Ynka ,. Yn'k'a : · 

11
1 AJa' 

(8.88) 

Aqui VH é o potencial de Ilartree que, como se vê, pode ser interpretado como o 

potencial de interação tipo Coulombiano entre a quasi-partícula no estado In k rr) 

e a densidade de carga media de todas as outras quasi-partícula.s. A é o chanmdo 

potencial de troca (observe sua expressão) que é dependente do spin sendo o respon-

s<ivcl pelas propriedadffl magnéticos do sistema (paramagneti'3nio, ferromagnetismo 

de Heiscnberg, antifeiTOrnagnetismo de VVeil, etc). Por estas raz(:)(-~S, a aparição de v-u 

c A se designa como aproximaçiio de campo n1l~lio. 
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De\·e obsen·m·-se i:\ preHClH.,:a dos mllneros de ocupação n n T cr indicmulo os estados 

presPiltPS na fmH.:ào de ond<'l. determinru1tal. A··,sim a.s autoencrgia.., do prohlenm 

~o f1mcionRis destas quantidades, ( ~ --.-:-' . { n . --""7 . } , 1-c. a energ,ia dos nÍYeis de 
n.~.rr n·k.cr 

partícula .. .., indi,·irllkl.i.<:~ dependem dR ocupac.,·ão dt~tcs níYeis, por is..">O é que trunhém 

o método envoh·e 1m1 cálculo auto-consistc-nte. Observar que as E<ts. (8.86) sao 

não-lineares e acoplan1 todos os est<-ulo...., em número de N. 

Como dito esté\ {~ a mais elementar d.<-~ aproximações de campo médio; nela, vide 

Eq.(8.H7), a interação não é hlindada (vide Apôndice ~g,1.llnte) e requer então ap-

rirnormnento para incluir es....:;e efeito e os efeitos de correlaç.âo entre elétrons que a 

aproxinmç;.l.o de campo médio ignora. A oolução mais apropriada do problen1a estr'i. 

na arte do::'l teoria de Estados Eletrônicos na matéria conden.•:x'l.da. 

Apêndice: O Potencial Coulombiano Blindado no Gás de Elétrons 

Cmt...,iderernos lUil gá."> de détronH món~is na presença de um fundo positi...-o, rí!!,ido, 

este último para a.s.•>q:.!,liTt-l.r a neutralidade (lc carga c estabilizar o sistema. Uma carga 

e*{; ( 7), ú colocada Ik"l. origem, qnc, na all'S(~ncia do:-; ddrort."i, prodrv; na posição r 

um potencial Conlomhimto e* f r . Porérn os elétron.., CHtão presentes e a preHença de 

e* deve induzir unta densidade de cargô inhmnogênea nele:>, digantos, -e n (7) cut 

relação à carga müfonne original -e no. 

A .. ssiu1, em cada ponto 7 devemos ter um potencial y (7) satisfazendo a equaç:ão 

de PoisHon 

(8.89) 

onde bn (7) = n(7)- n0 . .., 



V..-unoH admitir que, na posic...-.-'l.o 7, cada elétron tem a energia 

(~ ) n'k' 
' k. r =-.--r,; (7) . 

2m 
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(8.90) 

composta da contrilmi(;:ào de cncrg,ia einética c a contribuiçúo de energia potencial 

~f:'.; ( 7), t~ tmia distrihni<:<-lo de Ferrui- Dirac local 

[ { (
l'k' ) }]-l h: (7) = ] ..,- CX]J .J ~I/I - C-,J (r) -{1 

e lI: ~ - r-(r)=ll{j v . k 

k 

e 

~) I ' ~) ) (~) I ' Jfk li11 ( r = V L)f-;: ( r - /y ~-e~'! r V L, De. = 
- - k k k 

~)I;,·= -( IJfl (~)/ \' = e,; ( r - de g c) -- = ,; r -!7re! 0 , 
V 0 De 

onde temos usado que a I 1 a~ <~ negativa, c tcnuos defmido 

l ,li·=-1"!1 -, = üc-; de y(c) ~ 
.'1.0 l . 0 r)c 

e01n ~\o tendo dimem;Ões de em. 

A tnmsforrnada de Fourier da equação de Poisson é 

ou seJa 

. I 

• ,;(q) 
= -47íc + V 

. o 

(8.!!1) 

(8.92) 

(S.!J 1) 

(8.95) 

(8.!JG) 



c t<unhhn 

(8.0i) 

Esta última expressão nos diz que, como esperado, a eru·ga induzida tem sinal oposta 

A c.-1.rga colocada . 

. :\~ anti tnut.'-iformada.'i Fourier do potencial (• da nuga induzida são 

.,::(7)~-( (8.08) ,. 

-cbn ( T) (8.99) 

Vemos &"i'·>im que o potencial tem a forn~a de urn potencial de curto alcance, da 

ordem de A0 , em lugar do potencial Coulombiano de longo alcance. A rnais, a carga 

de polarização está concentrada ao redor da carga presente e o seu valor total é 

I d3 r [-e hn (7)] ~ -eVhn (<]~O)~ -e· (8.100) 

1.e. ig1ml a contraria a c~. A interprcta<.:âo do deito {~ mais ou menos im(xliata: uma 

carga positiYa (f"' > O) atrai eldrons nas sua..":> imedia</><~, cnqwmto que mmt negatint 

(e* < O) os repel. Como remltado total, mna carga de pronl. A dbUlncia r "vê" mna 

carga efetiva na origem formada pela carga presente alterada pela carga de pokí.r-

iza<,iio. Como a maior parte da carga de polarização, como vimos está concentrada 

nunm região das dirncnsões de ~\0 em torno de e*, fora dessa região o potencial é 

praticmncnte nulo (isto. é ih,L">tr(Ulo na l)gura 8.G). 

Calcn1"lmos agnra Ao , prirneir(>. ne> ca..i;o de T = O K . Temos1 



(8.101) 

o qne nos diz que . \6 ,......_, n- 1 :~ 

No lirnitc dà":>sico, 

(S.102) 

( FT são iniciai"> de Fenni - Thoma.-; a quen1 se deve o tratrunento qmíntieo). Este 

seria o <·aso < le um metal. 

Nmn scmiconductor dopado, digamos que ternos n = 1016 cm-.1 , T = 300/\-, 

-----+ Auu rv ro-r. em (DII Nio iniciai.-; de Dcbyn-Ilikkd a qncrn se deve o tratamento 

Vejamo:-; a~ora a eoncx~l.o com a."l eqw\-:,_-i"x~ ele :rd<cl.xwcll. De 

~ 

di I' O (7) ~ -.Jr.e'b (7) (8.10:!) 

~ 

d;,, F; (7) ~ -he'b (7) + .Jr.e 8n (7) (8.104) 

e 

0(7)~ /d'>'c(7-7)71(7) 

onde ( ó a com~tantc dielétriea local, tomando a transformada Fourier obtemos 

. ~ [ ~ 1 -iq. D (q) ~, (lj'J -ilj' f, C<Jlj ~ -4ocr· , 
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/--~-
* e 

--r~­

e -r ,\O 

r 

Figma 8.6: 

1 /r 

-iq · f! ( T) = --!r.e· + -!Jre.5n (q) 

Dividindo mnba ... -; expressões obtemos 

_1_ = 1 _ e bn (q) = 1 _ 1 
r(q) e• 1 +A;jq2 

ou 

e 

'(q) = 1+ ,; 2 
"oq 

Como a ir.Itcração Conlo:rpbiana e"' /r tem a transformada 

( ~ -; 2 ) 
· Ycoulr:>rnl' q = -!íiC q 1 

(8.10G) 

(8.107) 

(8.108) 

(8.109) 

(8.110) 



o potencial Conlombiano efetiYo, mun médio de ('OBstante diclétrica ( (/f) é 

• (~) _ Y,·m;lmn/J ({f) _ 
.,_,!f q - (~) -(_ q 

-!;;-e~ I -!T.e~ 

q'l 1 I 
+ .\~.,..: 

= 2 I 
q + :q 

que coincide ('Oill o .; obtido na m1alise m1terior. 

125 

(8.111) 
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8.1.2 Sistema de Bosons 

Nc:ste n1.so temo.<.; a . .., fórrnulas básieas, 

[' (T. v.,,)= 1= Ih q (<.) ( 1/ (<) 
o 

Como vimos p F = - J, e <:\S.'>im 

= -kT~ (2s + 1) (
2111

)·'/' ~~ '12tn [1- ,-"('-1•1] = _,-
.!;;<l Jt'2 3 

o 

+kT v ('' + 1) (2"') .. ''' 2 ij-=d (."1' [,.!(•.-(1)- l]-1 = . ,_, -" -,, -, ( 
-tiL I 3 0 

( R.ll:2) 

(8.1l:l) 

(X.ll1) 

(8.1Hi) 

(8.l17) 

ou seja pV = (2/3) F, mesmo resultado que para fcrrnio11.~ e no caso clássico, em 

cada mn, clru·o, colocando a correspondente expressão para U. 

No ea.<>o de boson<> não ternos expressões a.'3sintôtica.s pma baixas tcmpcratur;t.s 

sirnpk"!'> como foi no ca.-;o do.<.; fermions. Consideremoo, em contirmaçii.o, ant<~ <le 

passru· para (:a.'>os particulan~, o limite chbsico, o que farcmo~ sinmltúnearncnte para: 

bosons ,. fcrmions. 
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Gases Ideais de Fcnuions c de llosons: ( Lirnite Serniclássico). 

No caso do gás ideal de fenniom.; e de bosons, t.PmoH que o mímcro total de partículas 

(• dado por 1 

(8.118) 

Esta expn:>ssào impli('itmncnte determina o potencial quínllco Jl do gá.<-; em termos da 

temperatura [('da densidade TI. 

As \·e;;C's {• intcr~santc definir o mímero de partícula .. "> com encrg,ia.'-i no intervalo 

Introduzindo a variável :r = St podemos alternativamente escrever 

(2 ) (mkT)'i'1= d .fi. ;r 
ll = S + 1 X---':---,. 

/?:;r2f!3 
0 e' 3" ± 1 

O potencial g,Tmulc-n-mônico, ou, por outra...,, a cquac.o;l.o de C'ltado é 

que intcg;n-mdo por partes prodnh 

()l i 'l'2 r; ( ) ( ) Fm"i' r; >scn'anloquct'.' =tyt=.eg c= 2s-+l .- 2k.,yt,eque 
· y:,br w> 

[T(T,V,fl)= {=dN(<)/f= rd<tg(<) .3(•.
1 

./o lo e p) ± 1' 

ternos nos dois casos, como já \--imos, que 

2 
pV = -U 

3 

(8.119) 

(8.120) 

(8.121) 

(8.122) 

(8.12:l) 

1 O sinal superior se rcferf' a fermions e o inferior a hosons: o mesmo em todas as expres..sões desta 
st•1;áo. 



Nonuncntc, com .r = . h_ obtemos 

que nos diz que J é llllla função homogi::-nca de ordern '5/2 crupe T. AHsim 

. i)J 
·" = ar e _\ = 

Hão llm<;c)cs homogi:-nea:-; de ordem :~/2, e .)'/ .\' i· homog{·ncn de ordem zero, i.e. 1 como 

)' 
'~ = cp(lp) (8.127) 

Isto nos diz que ern proc~~os adiabáticos (i~oentrôpi<:o S =constante) a qlmntida.de 

(8.128) 

Enül.o 

;\' 1 
- 1l Tl/'2 = q (:-JJl) = const .. (H.l2D) 

31'2 VT ' = constante , (8.t:l0) 

c m;ando a cxpres.'ià.o para p V 

p'V5 /:l = constante . (8.t:ll) 

Estas expn~sôes sÃo idênticas à relação dá.'i...,ica de Poisson pV"' =constante, com 

com os U:1.lores específicos. 
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Con:-;idcrcmo .. -; agora aproxinw.rmc~ ao limitf' ch'is:..;ico, lembrando que implica 

(8.1:)2) 

corn 

[(
,nkT)"

12 

1] (r)" 2 

I'- -kTln -.- - = -kTln -
h~ n O, 

(H. n:l) 

e eom este remlk.-ulo ohtcrnos 

(8.J:l5) 

Na primeira eontribuiçào de;ta expressão, lL<)(Ul<lo o liinite dAA"iico de J.L produz prc-

cisamcntc o rcsnlta.<lo clás.o.;ico; o scg1Ünt.e Lermo h então mna cOIT('ÇÚO de origcrn 

qnúntica. P<xlemo.-.; alt.ernat.ivanwnt.e c~<'ITVer: 

c obter os rcsul Lados 

""12 N' ll" 
F (T. V, IV)= F"."''o ± 2 (2s + 1) VT'i 2m"l2 

(8.137) 

V= VkT [1 ± 7T"i' Nli" ] = 
p · 2(2s-'-1)F(mkT)3 / 2 

= NkT [1 ± . 
0

·
18 

n :\}] 
2s + 1 

(8.1:)8) 

' [3 0.09 "] C1· = Nk -'f . TI c\T 
2 2s i" 1 



l:HJ 

).lais mna Ypr;; fica claro que o limite dássico é esperado quando _ \-rn 1 : :~ << 1. 

\"cjamos em contimw<:;c-l.o caso:.; parti('nlan':-i de cst.alí~tica de Bos('~ Einstein, quais 

são \·ibraçócs iúnicas e radiação de corpo negTo. 

Vibrações da Rede Cristalina: ( Distribuição de P!anck) 

Os <\tomos num sólido úbram ao rC'dor da.o..; smt.o..; po~.;içúes de equilíbrio <'Om pequenas 

mnplitndcs. Es:-:~<-ts Yihra<.;<)('s se propa~am na lí.lfma de ondas 

,. 
onde """'·w1 = s1_/J é a relação de dispersão freqüência- vetor de ond.a., (modelo de Dehyc) 

e 11 é a polm-ihação (mna longitudinal, dois traruwersai....,). 

Vmnoo calcular propricrk'l.dcs termodinânllca.s deste rnodelo. 

A função de partiçÃo do modo 1-1 q é 

z./J, ~L ,.-("lt).JL,,,. = 2sinh ~,'J/iui,ll' -= [ ( )]' 
" o 

enquanto a energ,ia li\·re i.· 

Consideremos os rúveis de energia corno quase contínuos e as . .;;irn 

, V/ 3 v/, L ~ --" d q ~ --.-3 q dq dD 
q (2;r) . (2;r) . 

.<; 1~q, obtemos fl = w2
/8

2
, dq = dw/s, e então 

\' ;· ' L ~ L -.--:~ du.: do.~:~ 
~ (:hr) , "' 1, 'I IL 1-L 



Os limit<~ de int.eg,1·~u_:úo s;-\o zero e .... : 0 , a fr{'qüência tal que 

L j rf~· ,1,, (~· l = :n ,, 
l ' ,:; 

(
' - ~ () 'I \') * uuplica -, -.

1 
= 0; :2;;- ,.., .. 

ond(• N {_• o mímero de <-Ítomo:-;. *:: 

_ \ <'Iwrgút lin·c rcsnlt.a 

F = k'l L /riu.: y1, (~)In~ sinh G ih~) ,, 

enqurmto energia interna (~ por sua vez dada por 

= "~lu.,; cosh (~•ii~W ) = L 2 'iJl 2' Ql-' 

''" 
= ~ [ ~'"'-''" + lu,;,1"v (w,")] = L {lliJ"" (v (u.:,") + ~) , 

qjl ?Jl 

COIJll/(u...·) = [e,Jfl.._· -1]-l 

A <"apa<:idadc ealoríiica a \-olmnc constante {• 

i)[! l Dl' i'"'" r"'""-
C\ = 'Yf' =- '·'!''-:-)i = k L ri~· !J,, (c.:) I " ' I' 

(J' r. ( ' . o w 1
"" - 1 

" 
('"")' k'/ 

e usando que g ( u...·) a u..-·2 .scglK"-sc que 

e definindo X = Jh.v..: c (} D = n....,· DI k ,com di..J) = dx j,f3fl. ' w2 = .r:2 /.lP n2
' temos 

( T )" f"o;T -' ( T )'' (0 ) 
C\- ex On .fo dx :r' k" ~ 1)' '=' O o f .; 

V<~jaJm)s ca.sos lllnites: 



C/3NK 

1.0 

a) T»Op,.tn«l 

-l 

1 

Debye 

Fig,11ra 8.7: 

Dulong e Petit 

T/0 D 

[, JD e' [,'D 
d.r.c'(·' · )'"" d:r [.f(.rD)+(:r-.rD)J'(;rD)+···]"' 

. J F: - 1 . 0 

l
·ro 

d f( )+o( .,). r'' ,,:rn;r"'·r/)~ 1]:2,...,_,_r3 "" .r J:n ·"n =. n · .• -· n • 
.n 

b) A haiMLS Lempcratnras, T<< (} fJ , .r 11 >> 1 

(r)" c,. ex - .f(x) ~ 1 3 

l!p 

re~m.lta.<los il11strados na Fig1rra 8. 7 

Modelo de Eiustcin. 

Não há dbpersâo de frcquência.:;, i.e. w'qp, = :...u).t independente de q. Então g (i:..v') = 



(
11 ·)' c"'" r 

= ;JS k .
1
1
: , , com IL:o = klh 

(e"'",.+l) 

a) :\lta . .., tempcratm'<1...,, U1 .• )T << l , c temc>t> que 

2 

c., .,\., (O"·) 1 :J\'' 
I =c>" ,. T (Oc(Tl' = ' ,. 

h) Baixa.., t.cmpcratura."'l, O E-)T >> 1 , n~ultando em que 

2 ,, (01,) _,, r 
L I CX - C '' r 

que ô mna manifestação da exist(~ncia de mn "g;ap" no <::->ped.ro de excitações. 

Influência da Energia de Ponto Zero a llaixas Tcnipcratnrw.;. 

Dada a dependência do calor específico Ue um sólido a volume consümtc {"Oill a tem-

perntura, nos casos dá."'-'-licos e quânticos, mostra-se que a fl.rea compreendida entre 

cunha.<:; cmTas corre;pondc à energia de ponto ?.ero (vide Fig;ura 8.8). De fé'\to: 

A energia interna é 

on<le 11 (c.:)= }hu: + /u.;EJ (w), e EJ (~·) 

ou 

/

·•o 
[ldásstcfJ---+ kT du.: 'D (:.u·) 

.o 

já que v(:.:)~ kTj/u,;. 

~ 
DT 



-I J 

Figura 8.8: 

r" dw[kT-u(o.:.T)].;,~~V(w·) = ro dw u(JJ,0)1J(o.) = 
~I .~ 

que {~ a energia de ponto zero dos N oseiladorC's hannúnicos. 

• Caso da radiação de Corpo Negro: sem entrar em detalhe-; rcslmlimo...:; ili rcnul-

tados: 

d;\' (u:)-
1/ w 2d...: 

íT2,_:~ e.11L...· - 1 

é o número defó'tons no intcrYalo (:..u, w + t-L:), e 

(: ~t fra<;.ào ele energia d~ = h .... :dS nes.<;e intcn:alo. Vejamos cosc>S limites: 



\~M =2.882 

Fig,11ra R.0: 

a) lu.c· « kT iJI~:.C « l 

que é a lei de .lemts-lUt_vlcigh. 

h) '"" » kT 

que é a lei de \Vien. 

A di~iribnição t~pectal é ilustrada na Fig11n\ ~-9 



CompaTaçúo de Resultados Tf.TillO<tinúmicos dos Ca.'"ieS IdeaL..:; 

j p1" = .\' HT = I 

I 
1 
. ., [. 

p =:1 
i I 

I r· :1.\ I' r' [I . ' c:r] ,J,• = I' 1- ~ + 
;,;r• I' 1. = .HT-

' ' 12 
I I 

I 

+0.18A A·T u c\') ! 

I 
~~'Hil·i·' p1""' .\'kT) +O. 18n:\}] 

' (/; )' ' 

I 

[" "- \'kT :~ . I ;,.,-l 
1:n,·n'.l•l In! •'! ll« ,- .\ 11n - IT i I ! 

r ·> 

' 
I .'i ' r 

L:nii-·•)'Íol ~17 

/-' ~:'\'fio I :j;r~ (i;)' I 
Lnn~;,, ;.;, fi' - 12 I I 

,, 

' 
(' "-1' •r E~r"'ciliu·d·r; Ct- "- N k :T ;r T .Vk [1 l l I ,. ! = 2 Tf, ' 

+ 0.09u:\:r 
' 

I Caior [:,peeitir,,(pl c~p "- Nk ,. 
I ' I 

3 ,.:< (/;)' I (', •mpr<>~~il->ilida•l·~ K ! 1/p 2np,0 
1 + 12 

(',·,.~JicÍ''nto• do• ••.xpan.~>'-•' "i 1/T 

Condensação de llosL"-Einstcin 

A haL'C<-l.':l ternperaLlrra.oo; um g-ás de Bose apresenta earad.erístieas bem diferentes de 

um gás de Fen1ri. O maL..,; baixo estado de energia pode ser ocupado pelas moléculas 

do gás a T = O, enquanto que o gás de Fcrnli apresenta mna gTandc energia de ponto 

zero. 

Se a temperatura diminue mantendo a dem;idade constante o potencial qnírnico f1 

(negativo) dimimÍc em m<)(lulo e otinge o ,·alor nulo qnondo 

~ = g "' . , . . ~ v .r:r .r: \ • ( i Cl')"'' j'= r; l 

\, J2;r:.!Jr~ n (J - 1 



llS<tiido O fato de <JllC a integral YaJc f (:3/2) ( (J/2) 1 , a temperatura a qual j1 = Ü é 

. :3.31 h' ·n 
fo = -.--11 

[}}..:~ /!/ 

Para T -< To não exi"lte ~oluçil.o para potencial ncgati\·o .. \ estas hai."Gl.":i temperaturas 

o níYd :: = O que não contrihuP as integTais por cau..:;a de annlm·-sc a d{'nsidadc de 

estados, <"OIIl('{._'a a popular-se .. \ssim <JIIC 'f - J(J d('~;dohrall!OS a."> parl.í<-ul<-l.'i entre 

i-l<}ll<'las ('lll IltÍill<'I'O _\'· CJUC S(' dist.rilHÍ(•Jll de a('OfdO a 

O mllnero restante IVo de partícula'> ocupa o estado de momento nulo :: = O, sendo 

[ ( T )'i'] IV0 = I\' - N* = N 1 - To 

E-ste:; números, como fun(/to de T, est~l.o illLo.;trados na Figlm'l 8.10 

A energia rcsult.a 

O calor específico é 

e a entropia 

i)U 
Cv =ar= 5 [T ' <l!:? 

--~I 
27 

S= dr-' =-c,-= i·T C· 2 5[; 

r 3 :J r . ) 

I . /·x .<" rlx - I' ( ) . ( ) Nota .. 0 ~ - o l, n 



N o/:\f 
• 

1\ /N 
I 

\ 
I 

I Tffo 

Fig1ua 8.10: 

A ener~1a li\TC é 

F- [ 1 -'/''i-['-~['- -~i' -· .-. ;]·- :J· 

e G =O j<-i que fl =O. 

Finalmente a prC'~">~l.o resulta 

DF 2 {)[T 'l/2 ·~· ,~.:2 2 u 
P = -- = - - = 0.09yTTi. h I·> = 

iN :3 iW :3 V 

Para F < '/(J n prcs&'l.o é proporcional a T"'i'2 c independente do vohune. l':ito é 

COilSL'qíiência ele que as pm·tículas con1 ~ = O nao pm;sucm momento e ast;un nao 

contribuem parn A pressão. 

Voltemos para a expres..'*i.o da (•qnac;;-l.o de estado do p;ás ide<il 



onde a = 1 _J,_, é chamada a fn~azidade do gás. Como V (::) ,......, y~, tcmc>H na. integral 

peso nulo pcu-a os termos com :: = O. Por('m desde que llC!-3tC ea.•-;o a ocupação de cada 

f•sta.do m\o {> limitada, c a mnita ... ., haL-...;:a.:-; t.cmperatm·<'l..S este est.ado Lcnclerri a estar 

fortemente ocupado, nossa t.ransfonnaçcl.o de somo em intcg,T<ll deYc ser corrigida .. 

Desta('amos este NLa.do ~ = O do resto c rccsucYemo."i 

pl' 

/d' 
r= 

~-lo de Il(o) 
1 

- vln(l-a) 

assim c·omo tmnhént 

Como V (O) =O, não prL't.:isamos restrições sobre a integral. Ev;dentementc se a<< 1 

emno ~ria no limite dá."l...o;;ieo, os termoo finais nestas equações serimn dcsprcziYeis 

cornparados com o termo principal. No outro limite quando a é gnmde temos 

a 
A'o=-- e 

1 ~ f1 
fi = i.\'0 /A'o + 1 

I 
vln(l-a) -~In V 

\ ' " 1 ' 

será praticamente desprezível.. A outra expressão podemos recgcrever corno 

JY ~ 1Vo 

v 

ou ein fonna compacta 

N- :Vo 
v 

- _l_r;, .. (a) 
·\" . o< 

. T 

(' ( ) ' /·= I ·'" ' onde __,.na= l"(riJ-O 1 .. 1: 1~--,r 1 
, c onde a fôrnmla acima envoln·ndo C:'J/ 2 foi obtida 

após intcgraç;iw por parte~, e lL~ando .r= .):: .. 
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OH 

:'\ energia interna n~mlta 

Para valores p('qnenos de a se l.ctn 

= 
n, (n l = "_l_"l LzTI 

I I 

') 

:. r­
:; 

''!''\' ' ( ) i) 1 = l't' (rt,,.2 (l iJT .q. 

Quando ~\"0 << I\', das equaçóes P<'\ril o mÍincro de partícttl<-1.'> e a equcu:..·<lo de estado 

podemo.<-; obt~~r a em serit_,><; de potência..., de n AL para obter a expre::;sâo "\·irial: 

= 
pV = NkTL_a, (nA';-)'-' 

I I 

cmn a 1 = l. 

O calor cspcd1ico resulta 

e no limite dát>sico recuperamos os resultados conhecido:-;. 

A temperaturas bai:x.-'lS a pode ser obtido d.-'l. ccpw.çào 

IV - ~\'0 
v 

1 ' "' (q;,(a) 
~\.T 

A fum;<-l.o G3 ,~ 2 tem a ca.ratcri":itiea de ser monótona crescente com a e (;:1 12 (1) 

( (3/2) = 2,612. Então para OS aS 1 , r:.., 2 (a) S c," (:l/2), e 

.\' - .\'o 
" = --,-c--' < \ -

l , · • I i) 
-,' 1-l; _) _\·, 
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Enquanto o minwro de partícula."-> i_· menor que <:>Stc número _\'i 1" < n praticamente 

toda.-; a.-; pm·tícula..., c~úio nos f'St.ados excitados. 

Se agora o minwro de part.ícula.'i ('X<'<'de <·stc mÍlnero <>:-> estados cxci ta.dos rcn•\-crúo 

o mí.Jucro de partículas 11~ , c n.s restantes <'stru·iio no <'~'jtado 1\mdamental em número 

v . I '3 ''') -.\ 1., • /-
.\,r 

Esta acmuuh\()io de part.knla.'-i no <'St.ado fumlamental é de:Üg,lu-ula por conclem;a<;Úo de 

Bo:.;e- Einstein. Ela{~ de origr~m puramente qnàntico, i.c. ocorrC' ainda na <nL'>(~twia de 

força.-.; intcnnolecularc:-;, e :-;e manifc:-;ta no (~paço de momentos P não rlc coordenada.-.;. 

A condiç.:~o de apru·iç~-l.o da condctlliação de Bo:-;e-Einstein i: 

N 
> v 

(o k ).112 
3/2 ... 7íTn. . " /") 

T h3 i, (3 " 

ou a A' e V constantes a temperatura pnra 

1'<1'-=--h
2 

[ n ]'
1
" 

, ~'iCIIIk < (:Jj2) 

A < '/~ · lemos co<':xi!'ili~ncia no m(·dio de doi,-; "fluidos" 

Urna fasr JW77Ttal de N"' = .\' CJfl(_· ):1
/

1 part.kul<-1..<.; no:-; estados excitados. 

Uma fasf condotsada ~V0 - X - ~v~ ele partíeula.<; conden...,ada._-; no e-stado fun-

<lan1ental. 

Estt~ nún1eros eatào ilustrados na Fig-ura:8.10 

Para O<; .\}n <; 1/2.612, i.e. O<; T <;Te., se t.cm <t ~ 1, para :\}n > 1/2.612 , 

a < 1 e é clctenninado por 



112 

a 

1 

~--------~--------~----------~ 

I 

Fig1ua 8.11: 

3 

A n 
T 

Quando A~-11 >> l, seLem G:\i'l (a)<< 1, c a<< 1, e ncsla.'-l eireunstáncia..:.; C::~i'l (a)~ 

a. A regiúo chíssica eorrcspowle a a,....., ;q.n. A depen(li~ncia <lc 11 com ~VJ.n (• mo.:.;trada 

na Fig11ra ~.11. 

Vcj<-uuos as isotcnna . ..,; dc:-;tc gAs de hosons. A F IL~o a d('nsidade para condcnsm;<-lo 

llc = ( (:l/2) jA:) (11, = NjV = 1/t:.) . 

Parn n > nc, ou I' < r,_., da. expre5são para a prcs.são temos 

kT 
·(-;o) (ex ·r·'·') . fJo=<, o~-\" 

. r 

A linha de tra.nsiçc\o de fa...,es é 

·)-,,,c>('' i')''~,.;~ 
""" li.., . ·) / -). 

,, ( (õ/2) 
( :onst;ml<' , 



e a equh·alente fomm.la de Clausius-Clape:rron é 

dPo = ~kT ((5/2) 
dT 2 ( (3/2) T lt'- v, I 


