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Se ndio fosse a curiosidade,
nos ainda estariamos na idade da pedra.




Prologo

O presente é o segundo volume, de um conjunto de dois, publicados nesta sene
Notas de Aula IFGW | correspondente & disciplina Fisica Estatistica I, FI-004.
do Programa de Pos-Graduacao do IFGW. O primeiro volume, ji publicado, con-
tém, em cinco capitulos, os fundamentos bé.sioos‘da Mecanica Estatistica, seguido da
construcao dos ensembles de Gibbs em equilibrio apresentados na forma tradicional,
e seguido de um capitulo descrevendo um novo enfoque no contexto da teoria de
informacoes e um principio variacional.

Neste volume apresentamos a construgao dos ensembles de Gibbs quanticos, sendo

a organizagao a seguinte:

e Capitulo 6 : Sistemas Quanticos em Equilibrio ......ceveeeeeie. 17
e Capitulo 7 : Os Operadores Estatfsticos de Equilibrio ........ 39
e Capitulo 8 : Os Gases Ideais Quanticos ........ccccccvmnvennnin. 93

Roberto Luzzi

IFGW-UNICAMP

Qutubro de 1999.



“To be free and yet not to lose touch with reality,
that is the drama of that epic figure who is variously called
scientist, artist, or poet”.

Fernand Léger (1881-1935)

Quoted and translated by

Douglas Cooper in

Fernand Léger and the nouvelle space



Capitulo 6 | _

Sistemas Quanticos em Equilibrio

6.1 Mecéanica Estatistica Quantica

Até agora temos considerado a mecénica estatistica cldssica, na qual o estado mi-
croscépico do sistema € descrito por um ponto no espago de fases . No caso de um
sistema de N moléculas com somente graus de liberdade translacionais a dimensao
desse espago é 6N, e a evolucao do estado é regida pelas equacoes de Hamilton. As
variavels dindmicas, e.g. energia, momento, etc..., sao fungoes dos pontos do espaco
de fases.

A Mecénica Estatistica Quéntica se origina quando a componente probabilistica
a que nds temos referido na introdugio aplica-se sobre o esquema proporcionado pela
mecénica Quéntica, na qual sabemos que a situacgio ¢ completamente diferente.

Em forma esquemaitica

17
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Na mecanica QQuintica o estado de um sistema dindmico é descrito por uma func¢ao
de onda ¥ (g1, -+, quw;t) ou em forma compacta v*(¢; t), que depende do tempo e das
vN coordenadas ¢ onde ¥ ¢ o mimero de graus de liberdade individuais de cada
molécula { ou particula ) e N é o mimero das mesmas contidas numa regiao do
espago { real )de volume V.Via as diferentes mudancas de representacao estudadas
na disciplina de Mecénica Quéntica a dependéncia nas vN- coordenacdas pode ser
sustituida pela dependéncia em algum outro conjunto de variaveis.

A evolucao do estado mecanico-quintico do sistema ¢ determinado pela equacao

de Schrédinger

Law
i = , 6.1
i pr Hy (6.1)

onde H é o operador autoadjunto associado com a energla do sistema e construido
a partir do principio de correspondéncia.

A equagao de Schrodinger determina completamente o estado do sistema num
instante de tempo ¢ se se tem conhecimento do estado inicial do sistema ao tempo de

referéncia ¢ = 0. Assim para wm sistema dado a solugao formal é

w(t) = U(t,ﬂ)ﬂ)(ﬂ) 3 (62) .

onde , no caso de H independente do tempo, o operador de evolugao é

1

Ut to) = exp {iﬁ (t — to) H} . (6.3)

Em Mecéinica Quéntica as grandezas dindmicas do sistema nao sao funcoes do
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estado do sistema dindmico, mas operadores lineares autoadjuntos atuando sobre o
espaco de Hilbert das fungdes de onda. Os seus espectros determinam todos os pos-
sivels valores observdveis destas grandezas dinamicas. Conseqgiientemente, dado ¥,
e estando entao especificado o estado do sistema, isto nao implica o exato conhec-
imento das grandezas dindmicas. A funcao de onda ¥ permite calcular somente o

valor médio, no estado por ela caracterizado, de qualquer grandeza dindmica }3, na

forma

(7) - (s[Fl). o

onde funcgoes de onda estao normalizadas

(W) =1 (6.5)

¢ os parénteses angulares indicam o produto escalar de fungoes (vetores ) no espago

de Hilbert,

(1) = ] &g 7 (g) s (9) (6.6)

Se o estado estd também caracterizado por varidveis de spin a integracao envolve
também soma sobre estas varidveis.

A férmula para o célculo do valor médio proporciona somente predigoes prob-
abilisticas (no sentido de interpretacgio da escola de Copenhagen) sobre os valores
observdveis de grandezas fisicas. Unicamente no caso especial quando ¥ € a auto-

funcao do operador P ¢ que a férmula acima dé o valor exato dessa grandeza no
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estado .

Um estado que pode ser descrito por uma funcao de onda é chamado um estado
puro. O correspondente ensemble estatistico , i.e. wmn grande mimero (praticamente
infinito) de réplicas independentes do sistema, cada uma no estado mecanico quan-
tico sobre a condigao das médias serem caleuladas com a f6rmula (6.1), ¢ chamado
de ensemble puro ou simplesmente estado mecdnico qudntico. Este corresponde & in-
formacac maxima possivel sobre o sistema mecanico quéintico. A mecanica quantica
estd baseada na aplicagao de ensembles puros.

A Mecénica Estatistica Quéntica usa um ensemble estatistico de um cardter mais
geral que o que acabamos de considerar, que é o ensemble misto, o qual estd baseado
nmumn conjunto incompleto de dados sobre o sistema.

O fato de termos informacoes incompletas é que leva a usar novamente a compo-
nente probabilistica. No caso mecanico-quéntico a situagao apresenta-se da seguinte
forma :

s estados do sistema sio caracterizados pelas fungoes de onda 'w“)> , ‘w(2)> R
com probabilidade p;, p,, - - -do sistema estar em cada wn deles , com Y p; = 1.

Que acontece com as predi¢oes relerentes aos resultados de medidas realizadas

sobre o sistema? O resultado esperado deve ser a esperanca matematica

(7)-5on (v

e temos aqui probabilidades introduzidas em dois diferentes niveis

}51 ¢,{i)> , (6.7)

1. Um resultante da natureza incompleta da informacao inicial sobre o estado do

sistema { incompleteza de informacao )
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2. aincerteza relativa ao processo de medida {especificamente mecanico quantica).

Um sistermna mecanico-quintico descrito por um ensemble de réplicas do sistema

em estados ¥ e com probabilidade p;. associados ao processo de medida no sentido

de (6.7), nao deve ser confundido com wm sistema cujo estado 1) é uma superposicao

L"1‘:>

Neste caso de superposi¢ao de estados ao realizar um conjunto de medidas corre-

-

de estados ¥} = 5, Calt)

spondentes a um observiavel do conjunto completo de grandezas comutdveis que tem

por autovetores os

tpn> a probabilidade de encontrar o conjunto de autovalores asso-
@n> e 'Cn

sistema tenha probabilidade

2
.Mas que o sistema esteja no estado |1} nao significa que o

Lp'ﬂ.l > ? tpnz >, Etc'

Em geral teremos efeitos de interferéncia entre estes estados.

ciados com

2 2
de estar em de estar em

~

Ch,

e

(o[P[0} = cxt0cato (o] ) =

E assim é impossivel em geral descrever uma mistura estatistica por meio de uma
funcao de estado média , que seja uma superposicao de estados 41,!)("')).

O método das médias ponderadas acima mencionado, <ﬁ > =3P <1,b(j ) ]ﬁ t yl )>
que adjudica um peso estatistico p; 3 medida realizada no estado 1Y) embora em
principio correto , nao é pratico e ja temos também comentado que nao existe algo
assim como um vetor de estado médio; o que & possivel ¢ definir operador de estado
meédio que é operador densidade. Vejamos como reformular a mecénica quﬁnticalem
termos dele.

Da descricao usual sabemos que,
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Se

gn> formam wmna base ortonormal no espago Hilbert, dos estados do sistema,

entao o estado no instante ¢ é dado por

v) , (6.9)

e (1)) = 3 Ca (8)
r
com »_, (& |2 = 1 ,onde » indica o conjunto de nimeros quanticos, que caracteriza

o autoestado, e cuja equagao de evolucio é

nD gy (6.10)

e o valor médio de um observdvel P ¢ dado por

n' > =
N

~

<¢- (1) |15[ " (t)> - ch (1) G (1) <n |1’5

=>_ (v ) wln) (n|P7)

Esta iiltima expresséo nos leva a introduzir o operador estatistico puro{ que é um
operador de projecao)

P)=lw®) @@l , (6.11)

P n) = () i n) =

cujos clementos de matriz na base dos { (pn} sao <?i'
G (1) Ch (1)
Especificar P (t) € completamente equivalente a especificar a funcao de estado, i.e.
reproduz todas as previsoes fisicas que sao possiveis de fazer com a descrigao usual.
1) .
3 |Cw (t)|2 =S (nBn)=1r{P®)} =1 (6.12)
n

Ti
¢ a condicao de normalizacao.
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i)

=y <-n ‘7’5 ﬁ\ n> =~ Tr {ﬁ P } (6.13)
¢ a expressac para o valor médio da grandeza P

iii) A evolugio de P (t) é regida pela cquacao |

Q%(—Q = % fle () w O} = -Z%H(t) | (£)) (@ (1)) - ?in (&) (e ()] H ()
1 —~
== |H(8), (o)
ou seja

Bt ~ ~ 1 s
OPU) L iePW) =0 ,com icP = {’P,H} (6.14)
ot ih
iv) na representacao de coordenadas escrevemos :
Ple.q:t) = v (g v (¢t) = <q |?3 q’)
satisfazendo
. 8ﬁ 3 Jt -
nP@LY _ g0y - g Pladio) (6.15)

[Em forma matricial , th3 < ¢1Plg >=< ¢|[H,Pllq > |

e

(e |Blw ) = [ o @) Plaw(a.0) =



= f dqiP{g)v (g, 1) v (' Domqr =

‘/dq [f’ Plg,q": z.)]

q=q

-

v) O operador P (¢) ¢ Hermitiano,

(2]Pl61) = (6203 @ on) = (90 |Plan)

vi) e é idempotente, i.e. P2 =P,

P2 () |¢) = ) @) (g = ) (wlo) = P |o)

ol em cdetalhie

Aoy (ew) =

')62 ]¢'> = z '16 |T> <Jl).
L

-3 (wim) <TI} ) (vl £> <i '¢> B

-Ew (e {ew) -T2l (1) =70

vii) os termos diagonais de P sao definidos positivos,

2
>0

<"3; lﬁ‘ 1”> = ﬁ’:’: = |Cn

25

(6.16)

(6.17)

(6.18)
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As relagoes (v) e (vi) mostram que P para o caso pure é um operador de projecao,
0 que nao ¢ o caso para estados mistos.

Exemplo: consideremos um feixe de luz propagando-se na direcao z. Definamos

1

como a funcao de onda do estado polarizado na direcao x,
0
0

como a fung¢ao de onda do estado polarizado na diregao y.
1

Qualquer estado puro podera ser escrito como combinagao linear

a 1 0 )
=a +b , com la]® + o) =1 .
b 0 1

O operador densidade puro ¢

a*bh  bb*

Vejamos as matrizes densidades para diferentes estados puros:

em I em Yy a 45° a 135°
Polarizacao =
a=1b=0 a=0b=1 a=b=1/y2 a=-h=—-1/V2
. 10 0 0 14 3 —3
P= ) ’ 1
oo) Lor) \44) (-4

e consideramos os seguintes estados mistos;

1)50% polarizacao em z ¢ 50% polarizacao em y,

6o —
o

L1 1
P= Pt Py =

B |

2) 25% pol. a 45° e 75% pol. 135
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1 3 i1 3 _3 1
P= 179450 + Iplssﬂ =%+ = i !
11 -3 3 ~1 1
& g R 102
3) 50% pol a 45° e 50% pol 135°
1
-1 1 2 U
P = 5 Paso + §P1&50 =

Os casos (1 ) e ( 3 ) produzem a mesma matriz densidade e assim mostrarao o
mesmo efeito fisico.

2

viii) Encontremos agora a probabilidade, w,, = , de no estado ¥ = > cpyo,

Ch

uma medida do observavel Py, = A,p, produza o valor A, : De

2 2

wy = |(2ul9)

obtemos alternativamente que,

Cn

?

o= (219) (52) = a1 (o 1) 1) -

nt

“S () (i) =t {Pwle) (alt . 60

E temos wna expressao equivalente para a referida probabilidade em termos da

matriz densidade, ¢ o operador densidade do estado ’n)

o

Tendo apresentado as propriedades da matnz densidade pura, consideremos agora.

a matriz densidade mista. i.e. a ligada ac conhecimento incompleto das condicoes do

sisterna.
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De acordo a defini¢ao anterior

OB »

m. ‘l’]

m> =

o|P

’I?> <’;? 1o (P} 5) —Tr {1’5 p(t)} , (6.20)

Onde <delinimos:

(imlp () n) =3 pCPCY” =

J

=S p{m ) (¥ n) =3 p; {m|P
J J

Como o operador densidade misto.

¢)1 E> , (6.21)

Este ¢ um operador definido positivo

<£ I (t)] £> = ij <“£ 1P; (8)]| E>

0, (6.22)

2
= ij <£ ]U(J_,> <H’J| "3> = ij lC{(LJ) 2
j j )
Mas que nao satisfaz ser idempotente, i.e.
PP#Ep

Quanto a sua equagao de evolugao, como é um operador linear do operador den-

sidade puro, também satisfaz a equacao de Liouville-Dirac

0

1
o +iLp(t)=0 . (com ilp= — = P, H] ) (6.23)
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Qual ¢ o significado fisico dos clementos de matriz p,., (t) de p(t) na fase {pn} ?
Vejamos primeiro o clemento diagonal p,,,..
De acordo com a definicao temos
Pan (i) = Zp_; <”‘ ﬁj (f)| n> = ZP"] <H ILLI(J)> <I_'(J)I :"3'> =
nm - ~ - : - ~
~ |2
= »Tr {’& (0 M) (vn } => p ‘C-'SS}’ >0 . (6.24)
’ ' - n

|2
Sendo ‘th

= 1r{P; (1

n-> <n|} a probabilidade de encontrar, numa medida

~

feita sobre o sistema no estado ¢, o valor An para o observavel P, tal que Pl_ﬁ!,i =
A"i ¥n entao Prn é essa probabilidade no ensemble.

Por esta razio Prin = >.;pTr {TBJ (t) ’E) <E|} ¢ chamado de populagdo do estado
¥n 1O ensemble se a mesma mexdida é realizada um mimero grande N de vezes, entao
em média Npﬂ n VEZes o observavel /7 terd o valor An .

Anélogamente, para os clementos nao-diagonais temos

a0 = Y5 (2B, 0 m) = Y, (0 199) (w9 m) =

=3 pTr {Bi ) |n) (m|} = S picRCy” " (6.25)
i e i -
que expressa efeitos de interferécia entre os esta.do|n> e ‘m) que aparecem quando o

estado {¥Y )> € uma superposi¢ao linear coerente dos estados ‘pﬂ_ > A expressao acima

¢ a média destes termos cruzados tomada sobre todos os possivels estaclos da mistura

. . . ) i) -~
estatistica. Enguanto o termo diagonal p,,,, $6 pode ser zero se todos os CS, ) sao Zero,
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, . . - J
Prin (n;m) pode ser zero sem neccssidade de anular-se todos os coelicientes cy.

)

\gm>. Se é diferente de zero, uma certa coeréncia subsiste entre estes cstados; por este

Se P, € zero, isto implica o cancelamento dos efettos de interferéncias entre

motivo as vezes usa-se para estes termos nao-diagonais a denominagao de cocréncias.
A distincao enlre populacoes e coeréncias depende da base {,:ﬂ} no espaco de
Hilbert dos estados do sistema. Como p é Hermitiano é sempre possivel achar wna

base ortonormal onde o operador estatistico seja diagonal, digamos {(J) k}; entao

, (6.26)

com 0 <w; €1 , Y w, =1, e p descreve wma mistura estatistica com

~ - e

populagses w, dos estados ¢, no ensemble e sem coeréncia entre estes estados.

Se a base escolhida for aquela formada pelos autovetores do Hamiltomano, caso

bastante usual na prdtica, .e. H n.> = Iin n> , obtemos de <'n. %p(t)‘ m> =
= <’E [H. pil T> , (que
o
—E =
, o (6.27)
Prm
&= [E’i - E’"} Pam = Wi Prm
e assim, se é dado p,,,,(t = 0) , resulta
Prum (1) = pnm (0) (= constante)
e - (6.28)

Pnm (1) = exp {i‘*’f&mt} Prm (0)

As populacoes sao constantes e as coeréncias oscilam com as frequéncias de Bohr

do sistema.
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Finalmente, assim como se tem uma matriz densidade na representagao de coor-

denadas [cfr. Eq.(6.15)] podemos também escrever para o operador estatistico

plg.q:t) ={glp(t) Z:pt“)qthﬂ”*q ) E:p] ) . (6.20)
-

Observemos ¢jue esta matriz € wma funcao complexa do conjunto de coordenadas
e , enquanto no caso classico a matriz densidade ¢ wuna fungio real das coordens
e momentos generalizmio:;, Como mostrado por Wigner existe uma analogla que se
manifesta quando usa-se uma representacao mista de coordenada e momento, como
veremos mais adiante.

Na situacao de equilibrio [H,p] = 0 , i.e. o operador estatistico comuta com o
Hamiltoniano e entao é uma integral de movimento e possiie um conjunto comum de

autofuncoes, {cpn}, representacao na qual é diagonal. Definindo

Wy = Zp C ”C(J]" = <n Pl 'n,> , (6.30)
teremos

P@d) = wnin (@95 (d) - (6.31)

n

Agora, em Mecanica (Quantica nao todas as auto funcoes possivels sao funcoes
permitidas do sistema, mas somente aquelas que satisfazem certas propriedaafs de
simetria. Assim na soma acima extende-se somente sobre os estados permitidos, e
nao sobre todos os estados mecénico-quanticos, do sistema.

Estas possibilidades sao as seguintes: Para um sistema de N particulas indistin-

guivels temos os critérios empiricos de que:
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I} para um sistema de particulas com spin nulo ou enteiro (em unidades de h}, sao
permitidas somente as fungées que sao simétricas com relagio ao intercimbio simulta-
neo de coordenadas e spins. Neste caso se diz que as particnlas obedecem A cstatistica
de Bose, e genericamente sao chamadas de BOSONS

IT) para um sistema e particulas com spins semi-enteiros (em unidades de 1) somente
fungoes de onda que sdo antisimétricas com relacao ao intercaAmbio simultaneo de
coordenadas ¢ spins das particulas sao permitidas. Se diz entao que as particulas

obedecem a estatistica de Fermi ¢ sao chamadas genericamente de FERMIONS

Resumo
CASO CLASSICO CASO QUANTICO

Espaco de Fases, T,y Espaco de Hilbert, H,,
Principio de
Hamiltoniana, f{ (I") — Hamiltoniano, H{Qp. Hermitiano)

Correspondéncia

Equacoes de Hamilton Equagoes de Schrochnger

q,= 31 ihw (1) = Hy (1)

-

CILT(0) C. L ¢{0)

Observaveis P () Observaveis P

P, = £ {I') continuos : P — <-z_j) ‘13‘ L_b> , s6 medida

e medida sanultinea simultinea dos commutdvels
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Figura 6.2:
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Operador estatistico puro:

(1) = @kfI—EZC 0 |m) ('

(w (OB ) =1r {PP )]

Operador estatistico misto:

> () (o

=2 e (B

{nlo®]n) = p ey }

J

¢ a populacao do estado !n>

dp (t)
ot

+ilp(t) =0

d , 1 , ;
5;;}((1&:?) == {H(q) - H{g)} plg. ¢ 1)



<131z> ——*T?'{ﬁp(t)}

As descrigoes de Schridinger e Heisenberg,
Até agora temos tratado de forma que o operador estatistico depende do tempo,

enquanto que as grandezas dinamicas sao independentes dele,

p(t)=zpj

v ©) (sP )| . (6.32)

(At =Tr{Ap )} =3 (ol Ajm) (mip () In) . (6.33)

Isto corresponde & descrigao de Schrédinger na Mecénica Quantica.

Muitas vezes é conveniente usar a chamada descrigdo de Heisenberg, onde p passa
a ser independente do tempo enquanto que as varisveis dindmicas passam a depender
dele.

Para ver como passar de uma descricio para outra observaremos que p (¢) satistaz

a Equacao de Liouville-Dirac,

%t‘-’ Lilp=0 (6.34)
ou
do 1 . _
9 1 - 6.35
a T A= (6.35)

que tem por solucao formal

p(t) =ep(0) (6.36)



36

ou seja,
pty=Ut)p0)U () , (6.37)
onde
U (t) = exp {i—lﬁtH } : (6.38)

w

é o operador de evolugao quando H & independente do te:mpo.

Entao o valor médio de uma varidvel dindmica A pode ser escrita

(Al =Tr{4p®)} =Tr {AU (1) p (O U+ (1)} =

=Tr {U* (1) AU (1) p(0)} = Tr {A(t) p(0)} - (6.39
onde

AW =Ur)AQU®) , (6.40)

é o operador A na descrigao de Heisemberg. Derivando em relagao ao tempo

d AA dp (1) '
a(A|t)=Tr{—(-?—t—p(t)+ T} ; (6-41)

e supondo que A nao depende explicitamente do tempo temos

2 Al = Tr{ 3"6_(;)} ~Tr {A% [H,p(t)]} -

=Tr {p(t);}i-A,H} =Tr{-z_-lg[A,H]p(t)} : (6.42)

[ Também, em forma explicita,

&) = &5 p (w0 afu) =
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- S (3 ) (a7 (0] 20}
- n {_% (59| A9 + (w0 _AH\’”("» %} -

= Song (w0l mfpo)y =1r { Lia o} |

Isto &€ uma manifestacao de que

(2) l

dA(t) d,, et + S ) =
e = U QAU @) =U () AU () + U () AU (t) =

—Laueavt @+ %-%U (&) AHU* (t) =

1
th ]

th

Exd (6.43)
Observar que
(6.44)
Finalmente
d% (Ait) = Tr {% 4, H]U* (t)p(o)U(t)} =

Tr{% [A“(t),H]p(O)}=TT{dA(t)p(0)} . (6.45)

dt

onde usamos que H e o operador de evolucao U comutam, e temos o teorema de
Ehrnfest ao nivel quintico.

Se a grandeza dinAmica A depende explicitamente do tempo, entao

f6.46)




Ademais, o fim ¢ a meta da ciéncia foram mal postos pelos
homens. Mas. ainda que bem postos. a via escolhida € erronea e
impérvia. E ¢ de causar estupefagio, a qguem quer que de dnimo
avisado considere a matéria, constaiar que nenhum monzl se
tenha cuidado ou tentado a peito tragar e estender ao inteiecto
humano uma via. a parlir dos sentidos e da experiéncia bem
fundada, mas que, ao invés, se¢ tenha tudo abandomado ou as
trevas da tradigdo, ou ao vértice e 1orvelinho dos argumentos ou,
ainda, as flutuagbes ¢ desvios do acaso e de uma cxperiéncia vaga
e desregrada.

[-..] Mas a verdadeira ordem da experigncia. ao contrdrio, comega
por. primeiro, acender o archote e, depois. com o archote mostrar
o caminho. comegando por uma experiéncia ordenada ¢ medida -
nunca vaga e errdtica -, dela deduzindo os axiomas e, dos
axiomas, enfim, estabeiecendo novos experimentos.

Bacon, F. ((1620] 1979}, Novum Organum ou Verdadeiras Indicagées acerca
da Interpretagdo da Natureza, in Os Pensadores, 2* ed. 530 Paulo:
Abril Cultural, pp. 1-231. (Original em latim: Londres.)




Capitulo 7

Os Operadores Estatisticos de

Equilibrio

0s Ensembles Estatisticos Quanticos

Como temos visto no capitulo anterior, no caso de equilibrio a equacao de Liouville-
Dirac nos diz que o operador estatistico carateristico do ensemble de Gibbs comuta
com o Hamiltoniano do sistema, 1.e. [p, H| = 0. Assim, de acordo com os resultados
da mecénica quantica, na representacgao dita de energia, na qual o operador Hamilto-
niano € diagonal, ¢ tarnbém diagonal o operador estatistico, assim como sao diagondis
0s operadores associados a grandezas fisicas que comutam com o Hamiltoniano. Isto
é o equivalente no caso quéntico do resultado cldssico de que em equilibrio a funcao
de distribuicao é uma funcional das constantes de movimento do sistema. Estamos
agora em condigoes de considerar os diferentes ensembles.

39
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7.1 O Ensemble Microcandnico.

Corresponde ao caso de caraterizagio macroscépica do sistema por um volume V e um
mimero de particulas N, num sistema isolado com energia no intervalo (E, F + AFE).

Sejan ‘n> ¢ E, as autofungoes e autovalores do Hamiltoniano, i.e.

H[n>=5n

~

n> . (7.1)

o |

Na representacaoc de energia p é diagonal, e , pela condicao macroscépica imposta,
terd elementos diagonais de matriz nao nulos <Ei P lg) somente para aqueles autoes-
tados da energia verificando que £ < F, < F + AFE . Porém resta estabelecer qual
esse valor nao nulo dependente, eventualmente, do estado considerado. Valem aqui
0s mesmos argumentos vertidos quando consideramos o caso cldssico, que nos levam

a estabelecer o principio de iguais probabilidades o priori. Dessa forma termos

QYNEV,N) Y n € M,

(nfln) - - S 72

onde M, indica o conjunto de todos os estados ‘n) paraocsquais £ < F, < E+AF

Mas o operador p estd normalizado, i.e. Tr {p} = 1, o que nos leva a que

Trip}= > QYEV,N)=1, (7.3)
neEMn

ou seja

QEV,N)= > 1, (7.4)

neMn
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o que nos diz claramente que 2 é igual ao mimero de estados IE> contidos em My, i.e.
o mimero de estados mecéanico-quanticos compativeis com as condigoes macroscopicas
impostas.

‘Temos desta forma a representagao matricial do operador estatistico microcanénico.
Para dar a ele uma forma operacional, vamos introduzir o operador & (/1 — E) definido

de tal forma que <n‘ §{H - E) rn> é 1 se n€ M, e zero para todos os outros autoes-

tados de energia. Entao,
p=Q" " (E,V,N)6(H-E) . (7.5)

Deixando para mais adiante a interpretacao ao nivel termodindmico de (2, consid-

eremos

7.2 O Ensemble Canodnico.

Corresponde, como sabemos, ao caso de um sistema em contato com um reservatério
térmico, com o equilibrio caraterizado pela temperatura 7. (0 macroestado é cara-
terizado pelas varidveis termodinamicas (T, V, N); a diferenca do microcanémco a
energia nao esta fixada mas dada em valor médio. Vamos derivar o operador estatis-
tico candnico similarmente a como fizemos no caso classico.

Negligenciando a energia de interacao entre sistema e reservatério temos [ numa
aproximacao que ji evaluamos produz érros da ordem de VV~'/% _ onde V ¢ o volume
do sistema - e conseqiientemente despreziveis no limite termodindmico (V' — oc:

N — oco; N/V — n)ou, por outras, no caso de sistemas grandes| que considerando o
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conjunto sistema e reservatorio como isolados que

(o) = o (o ) ws

onde p é o operador estatistico canénico do sistema, o que estamos procurando, p,,;q

Ptotal

o operador estatistico microcanénicoe do sistema € os reservatdrios isolados, e o trago
se refere a ser realizado sobre os autoestados de energia do reservatério. Observamos

que temos fixado a energia do sistema, E,, e entao dada a energia total no intervalo

(Eyotat, Etotar + AE) resulta.

<El p )2> = Q_l (Et.otah %otah Nt.otut) TTR {T} =

Etotal—En SERSEyotai— En+AE

=0 (Eitotar) € (Etotaf - EE) . (7.7)
fixados os volumes e mimeros de particulas. Escrevamos

S] (Etotat) =1nQ (Elotﬂf) )

(7.8
52 (Etata! - ET:) = hlf (Etotaf - EE) )
€ entao
<£[ P ‘E> = exp {*‘Sl (Erotar) + Sz (Etotat - Eg)} (7.9)

Porém considerando um reservatério ideal F,, < Eiqa1, € utilizando uma expansao

em série de Taylor até primeira ordem

<f| P |f’f> = 2713, ‘CN)eXP{—ﬂEg} , (7.10)

onde

Z (B, V,N) = exp {51 (Epotat) — Sz (Bratat)} ‘
(7.11)",

ﬁ = 832 (Etotal’) / 8Et.ota.£
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Como o operador estatistico tem que estar normalizado podemos identificar Z(a

chamada funcéio de partigio) como

Z(B,V,N)= (7.12)

n

~

Tendo a representacao matricial numa base ortonormal ( completa ), podemos

escrever operacionalmente

1
p= mexp{—ﬁff} ) (7.13)

COITl
Z(BV,N)=Tr{e"} . (7.14)

Deixamos a interpretagao a nivel termodindmico das duas quantidades 7 e Z para

mals adiante, e consideremos:

7.3 O Ensemble Grand-Canodnico.

Neste caso se tem contato do sistema de interesse com um rescrvatdrio térmico e
um reservatério de massa (particulas). Em equilibrio, o estado termodinamico esta
caraterizado pelas varidveis (T, V,u] , le. temperatura, volume e potencial quimico.
Nao estd fixada a energia e o mimero de particulas mas dados em média. Procedemos
similarmente ao caso anterior po;'em levando em conta que Fp = Fypu — E2 e Ng =

Niata — N, quando fol fixada a energia E, do sistema. Entao,

(tfeln) = Tra{(n] )} (7:15)

Etotal - En S. ER g Etow.i - En + AL

Ptotal

-IVR = -N.tota.t - N
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com p,,q © operador estatistico microcanénico para o sistema isolado de sistema
e os dois reservatérios. Considerando reservatérios ideais tais que E, € Ly e

N <« Nyl , temos, primeiro que

(n

P ‘2) = (Etaiah 1 totgiy 4 tota!] g (Epomz e E,}, Ntota! — f\:r) )

definindo

‘gl (Etofaf: *Nrfotal) =1nQ (Etotah *Ntotal) 3
S2 (Brotat = Bus Nowas = N) = 106 (Bt = By Neoas = N )

e usando a expansao cm Taylor como previamente.
<n| o ‘n) = Z"1(3,V, F)exp {—JBE-‘,I + ¢N} , (7.16)

onde

Z (ﬁ? I/i F) = Sl. (Etotah ‘/f-f)ta«fa *Ntotai) - SQ (Et.otm‘.: V;latuh jv!-otal)

6 = 882 (Etotal: Véot‘ah Arto!.a.!) /3Etom£ 3 (717)

P = _aS'). (Etotah Viotah Ntotai) /aj\{tomi r

Pela condicao de normalizacao

Z(B.V,p) = ZZexp{ —BEn +<,9N} (7.18)

N—(]n

Novamente, em razao de termos uma representacio matricial numa fase ortonor-

mal (completa} podermos escrever operacionalmente
p=2"1(8V,p)exp{-BH + N} , (7.19)

com

0 = 3 Tr () (720)
N0
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com N nestas expressoes indicando o operador mimero de particulas cujos autovalores

sao o mimero de particulas no sistema. Observar que o valor médio de um observével

A no ensemble microcanénico estd dado por
(A) = Z7H (3, V) ) Trowy {Ae™247%) (7.21)
N=0

Resta mostrar a interpretagio ao nivel termodinamico das trés quantidades 3, 2,

e Z; vejamos em continuacao esta questao nos trés ensembles considerados.

7.4 Relagoes Termodinidmicas.

Para procurar interpretar os parAmetros de que dependem os operadores estatisticos,
l.e. sua conexao com a termodindmica, devemos considerar processos termodindmicos
infinitesimais quase-estdticos, calculades em cada caso as modificagées no correspon-
dente potencial termodinamico (fungio de estado) ¢ comparar com as mudangas que
resultam ao nivel de cdlculo mecano-estatistico.

Vejamos o caso do ensemble candnico, quando devemos identificar £ . Neste caso
tratamos com um sistema isolado e a funcao de estado fundamental ¢ a entropia

S(U,V,N). Numa variacio infinitesimal de volume verifica-se que

o5y _» (7.22)
Vjyen T
Consideremos 2, e construimos a quantidade aditiva e extensiva em £}, No pro-

cesso considerado temos

o
9 InQ} !

—_— = —— 5(H — 7.23
v QBVTr {6(H E)} 1 ( )
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onde consideramos no cdlculo do traco extensao infinita do espago de integracao e o
confinamento das particulas através de uma barreira de potencial infinita nas paredes

da caixa que as contém, com o qual a dependéncia no volume estd no Hamiltoniane

H. Assim, de (7.23) temos

a 10
av m=aaE T {av }
19 [ 1. [8H H
=~aa (P {ov? = B} = a3 [2(57) | -
SH\ 0 a / od N
"<_5'17> F ok BE<_§E_/> : (7:24)

Mas < g{’,‘ > é a pressao p, ¢ nos dois ultimos termos observamos que o primeiro é
intensivo enquanto que o segundo é inversamente proporcional & extensao do sistema

e entao negligencidvel. Assim,

_ O0InQ 9nQ
~ 9V ' B8E

(7.25)
que comparada com a Eq.(7.22) nos diz que podemos identificar a entropia como
S(UV.N)=kInQ(E,V,N) , (7.26)

onde k é uma constante com dimensoes erg/®K. com Ok In Q/IE = 1/T {A energia
foi identificada com a energia interna U). A Eq. (7.26) ¢ ao nivel mecinico quéntico
o equivalente da famosa expressao de Boltzmann que achamos no caso cléssico.

Podemos também verificar que
S{ULV,N)y=kInQ = —kTr {plnp} (7.27)

Consideremos agora o ensemble canénico. Dada a funcao de particao Z (T, V, N),

construimos In 7 e calculamos

a a
< Ny =2 -5H) _
65an(d V. N) aﬁlnTr{e }
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= lT‘r {iH e“m} = — (H) (7.28)
> .
Identificando {H) com a energia interna, e sabendo que para sistemas em contato

com reservatorio térmico a funcao de estado fundamental é a energia livre de Hemholtz

F(T.V,N), da termodinamica temos que

, 0 (F
U(T.V,N)=T"— (—) : (7.29)
( ) T \T /yn

Comparando as equagoes (7.29) e (7.28) podemos fazer a equivaléncia

8=1/kT
(7.30)
F(T,V,N)=—-kTinZ(3,V,N)

Por outro lado p = —9F/8V , e como

li = 14 —8HY

11, [ OH N\ [/ OH\ .
ﬂZTr{—ﬁa—ve }_< 8V>_p, (7.31)

reforca a equivaléncia dada pelas Eqs.(7.30). A mais considercmos
~kTr{pnp} =kTr{p(InZ + 3H)}} =

=..kan+kﬁ(H):—;+{;, . (7.32)

Porém, a transformada de Legendre que define ' ¢ F = U — T'S, com o qual a
Fq.(7.32) nos diz que

S{T,V,N) = —kTr {plnp} (7.33)

Finalmente consideremos o ensemble grand-canonico, quando, lembramos, ao nivel

termodinamico a descricio ¢ por meio do potencial grand-canénico J (1", V, ). Con-

sideremos In Z (3. V, p) e calculemos,
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2IZ(3.V,0) = Zln T2 Try {e-H+eN) =
=1 ZC'?_ Try {—f{e‘dev‘N — —(H)
re } (7.34)
s InZ(3VIN) = ZInTF_, Try {e N} =
A Zh =0 Tra {f\re_-ﬂH*"’N} = (_N)

() potencial grand-canénico ¢ definido pela transformada de Legendre 7 = U —

TS — uN =F — uN, e satisfaz que

(L =U,
or (7) (7.35)
-0
o que nos leva, por meio da comparacao das Eqs.(7.34) e (7.35) a identificacao
B=1/kT ,
w=p5p, (7.36)
T(T,V,p) = —kT'n Z (8, V. )
Também
d 1 41 0
~3v [-87'InZ(3,V,p)] =8 —25?: =
Ll 0 _BH4eN BH
=4 75 ZT? {e7PHHeNY = =p , (7.37)

reforcando a definicao (7.36) j& que ——’1 = p ao nivel termodindmico.

Finalmente calculemos

—kY Triplnpy=k> Trip(nZ+BH -¢gN)}=
N=0 N=0

— kInZ + kB (H) — ko (N) = —2 4 & _ BN
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o que nos diz que

S(T.V,p) =k Y Try{pinp} . (7.38)

N=0

Completamos assim a identificacao ao nivel termodinamico da funcio de particao

e os outros parametros de que dependem os trés operadores estatisticos considerados.

7.5 Desviagoes Quadrdticas Médias e Distribuigoes
mas Provaveis.

Consideremos o ensemble canénico e calculemos

3 d a1
g RZBVIN) = — g (H) = — 2T {He™?H) =
10Z _ 1 _
= 71557 {He ‘3H}+ETT{H2e HY =
={(H*) — (IN? = {(H - (H)) (H - (H))} (7.39)

que ¢ a desviagao quadrdtica média da energia o?,. Por outro lado ohservemos que

. ¥ s
of = —— (H) = kT* — AT

12
% ) = kT?Cy | (7.40)

onde Cy é o calor especifico, Cy = gLT’) vy o due ¢ resultado 1déntico - formalmente -

ao cldssico. Assim,

Fyr _ \HkT2GV 1
(HY U N1z

(7.41)

é uma quantidade que se faz mais ¢ mais pequena a medida cue cresce NV (anula-se no

limite termodinamico). Isto implica que para sistemas grandes os estados mecénicos



que no ensemble de réplicas correspondem nivels de energia similares ao valor médio
no ensemble are enormemente maiores que os outros possiveis.

Consideremmnos a agora a distribuigao de probabilidades da energia, P(E)dE, i.e. a
probabilidade de achar no ensemble o sistema com energias no intervalo (E, £ +dL);

ela esta dada por

- 1 —8En
P(EYE = — E e~ (7.42)
n E<En<E+dE
gque podemos escrever assim

P(E)E = ! )Tv{S(H-—E)gﬂH} (7.43)

Z(T,V.N

usando a definicio de & que fizemos na pagina H4{. Com dE pequeno podemos

aproximar

__

Z(T,V,N)
1

== =ik , 7.44
ﬂﬂ%me Q(E,V,N) (7.44)

P{E)YdE e PETy {E(H — E)} =

que estd normalizada. Como {2 deve crescer exponencialmente com £ temos ¢ue
P({E) ¢ da forma da figura 7.1.
Seja £ = E onde se encontra o méximo de P(£), entao, tomando o logaritmo de

P(F) temos que

d dn§}

—In P(E)lz = - —_— =
o que leva a que 3%9)5 = 3. Como 3 =1/kT e kInY = 5, equivale a que g_g)g =
1/T . Mas como o sistema estd em equilibrio g—g)U =1/T,ouseja F =U = (H), ie.

o pico corresponde ao valor médio da energia, ¢ como mostrado a desviacao quadratica

comparado com a média se faz menor a medida que cresce N.
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Figura 7.1:

Em forma similar podemos mostrar que no ensemble grand-canénico se tem:

& d . .
ol = e InZ(3,V,o) = kT?a—TU (T,V,p) = kT?Cy (7.45)
. o2 d kT
2= - InZ(3.V.p) = kT—N(T,V.p) = = . A
N =5 (3.V.p) = kT a“N(F,V_ o) M (7.46)

Por outro lado, ao longo de linhas similares as usadas para derivar a Eq.(7.44)

obtemos que

1 e —
P(E)dE = =P8N N (E,V,N) 747
() = e L S AUEVN) (7.47)
. .
P(NYAN = ——— N Z(T.V,N) . 4

Tomando o logaritmo de P(F) e P(N) e derivando com relagao a E e a IV respec-
tivamente, o m&ximo se da onde a derivada o logaritmo é nula no ponto de energia

média no primeiro caso e de mimero médio no segundo.



En todos os casos entao [ Egs. (7.44), (7.47) e (7.48)] podemos aproximar pelas
distribuicoes Ganssianas

(£ -Uy?

P(EYdE = Ag e *T | (7.49)

P(NJAN = Ay ¢ % (7.50)

com os coeficientes -1 determinando a normalizacao destas distribuicoes; deixamos
como exercicio a derivacao destas equagoes.

Com base nestes resultados vejamos agora.

7.6 As Entropias no Limite termodinimico.
Consideremos primeiro o ensemble canénico; de acordo a Eq. (7.33)
S{(I,V.N)= —kTr{plnp} =kInZ + 3 {H) =

=kInTr{?"} + 3(1) . (7.51)

Mas, como vimos, no limite termodindmico os estados que contribidem ao trago
na expressao acima sao preferencialmente aqueles no entorno oy do valor médio da
energia; entao aproximadamente nesse limite

S(TI,V,N) = kln |e~ % > 1) + k3 (H) =
i H) < By <(H)40u

— kB (HY +kInTr {8 (H — (H)} + k8 () =

—kInQ{{H),V,N) , (7.52)
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l.e. a entropla se aproxima do valor da entropia no ensemble microcandnico como se
o sistema tivesse uma energia fixa (H) = /.

Podemos proceder de forma similar no caso do ensemble grand-canénico:

S(T,V.u)=—k Z Trv{plnp} =
N=0

=k Traf{pllnZ + 3H - 3uN]} = kInZ + 3 (H) = Bu (N) =
N

=kIn Y Try {e 20N L 3(H) — Bu(N) . (7.53)

N=0

No limite termodinamico

S(T,V,p) — kin | 3 +5uN) Z 1| —8(H)+ B (N)=

n(H)< Ep <(H) oy
= kInTrpn {6 (H ~ (H))} =kInQ((H),V,(N)) . (7.54)

Assim, no limite termodinimico, a entropia no ensemble grand-canénico tende a
entropia no ensemble micro-canénico, como se fosse um sistema 1solado com energia
fixa {H) = U e mimero de particulas fixo (V) = N.

No hmite termodinamico os ensembles podem ser considerados equivalentes ao
micro-canénico e consegiientemente entre eles: as diferencias residem nas flutuacoes
ao redor do valor médio que resultam despreziveis {(quande comparadas com esses
valores médios) no caso de sistemas grandes.

O resultado das equacoes (7.61) e (7.54), levando em conta que a entropia do
sistermna isolado em equilibrio é maxima, como no caso classico (vide Capitulo V }, nos

leva a formular o principio variacional de que o operador estatistico deve maximizar



a eXPressa0
~Tr{plnp} (7.55)
para valores médios {no correspondente ensemble) das grandezas com os reservatérios.

Sejaun estas, em forma genérica, . /%, - . Py; entdo maximizar a funcional da Eq.

{7.55) sujeita as condicoes

Trip}=1, (7.6}
.
Qs =Tr {Pyp} (7.57)
leva a que
p=Z ' (F, - F E\{p{ ZFP} : (7.58)
onde

Z(Fb...an)zTr{e‘Z?:lFJPJ} , (75(])

com o8 I; sendo os multiplicadores de Lagrange do problema variacional. Tanto Z
como os [ deverao ser 1dentificados ao nivel termodindmico na forma com relatamos
previamente.

Como no caso cldssico do capitulo V, as seguintes propriedades se verificam, agora

ao nivel mecénico - quantico {deixamos a demonstragao como exercicio):

1.
(B = - a‘i Wz (F o F) (7.60)
2.
2 &
ot = (B~ (B = S nZ(F o Fy) (7.61)
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s S .
= =-Tr{pnp}= 1nZ+2FjQJ , (7.62)
s
1
dS/k =Y F;dQ; (7.63)
i=1
. dS/k :
F = 0 (7.61)
6.
Ci =(F; B) = (B = (P) (P — (P))) =
= 0212(17 B ==L Z(F F)=Cy=(P:P), (165
_3f‘lf}n 12777 n)_‘aﬂﬂ (la“': 1’1)_ ‘)z”‘(}‘ ‘i)? ("‘))
também

.o By Ay
Cy = 5 =~ e =Cn (7.66)

(ue sao os equivalentes mecénico - estatistico das relagoes de Maxwell termod-

MAmicas.

Em geral temos

O (P;) /OF; 1

(7.67)

ou seja, no limite termodindmico as flutuactes se fazem negligencidveis quando com-

paradas com os valores médios das grandezas consideradas.



Comeo c¢asos particulares consideremos,
o = (H:H) = -8(H) /83 = kT*35) . = kT?C-
ol = (V.V) = =BV /88p = kT%) =kTVKr |
0% = (N:N) = 3{N) j0Bp = kT ) : (7.68)
— Iy — ¢ 2
o2y = (H: V) = ~8{H) /08p = *';'%?r) e
=(V.H)= -3\ /03 = kT"’%}'—)p =kT?Vay, ,
elc.
Comnsideremnos agora dependéncia das grandezas de base com pardmetros externos
A: numa variacao infinitesimal quase-estatica A —— A + dA obtemos como no caso
classico que
ds & :
- = Z F;dq; (7.69)

onde os dq sao as diferenciais nao exatas

8g¢; =dQ; — (dP}) , {7.70)
com (dP;) =Tr {dP dA p} IKm particular, no ensemble canénico quando se realiza

uma variacao infinitesimal quase-estdtica de volume obtemos

1 1
S=lqu_ = 71
ds = ZdU — = [dH) (7.71)

mas {dH) = (ZdV) = —pdV , e entao
L p

dS = —dU + =dV 7.72

§ = =dlU + =dV (7.72)

de onde derivamos a primeira lei na forma tradicional

Al = TdS + pdV (7.73)
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e a defini¢ao de Clausius d§ =dq/T , onde
dq=d{H) — (dH) (7.74)

é o calor desenvolvido no processo, uma diferencial nao exata cujo fator integrante é
1/T.
Completemos estas propriedades gerais com o teorema do virial no caso quantico.

Consideremos a quantidade

E ' - = 5
J‘ J‘ . I)j N (?- [())
it
onde por simplicidade consideramos N particulas simples { sem graus de hberdade

. — — -~ e n
internos) € 7 e p sdo operadores hermitianos de coordenada ¢ momento. Xm

equilibrio

N
d — .

d s do IS~ = o
ET""{ZU“; P}=a”‘{z i () pi (1) P} ; (7.77)

j=1 j=1
onde
= w77 otH
T (t) = e wMy] ewtt | 278)
B (8) = e 5} eher
Conseqiientemente
d al '
ET'F {Z?}'(t) 7; (1) } ZT?"{\:?‘J (t)-p; +7; (1) 7, (t)l ,0} = 0.
j=1

Seja 0 Hamiltoniano composto de energia cinética dependendo sé do momento ¢

energia potencial dependendo s6 da coordenada; assim teremos

(7.79)
7t =%V, H =V0(7))
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com energias cinéticas p®/2in e potenciais o (7 ;) = w{7T ) + S g (T ).

—
— 0y . L, . .
Chamando F; = V,;0(7T7;) a forca total sobre a j—éssima particular temos usando

as Egs. (7.76), (72), (77) e (7.77) que

N 2 N
B — =
73 >\ =
Z<1r1>+z<"’ r“’> o : (780)
7=1 i=1
ou s¢ja
1 —
{encrgia cinélica) = ~3 Z <7’1 - FJ-> , (7.81)

j=1

a forma quantica do teorema do vinal, formalmente idéntica ao caso cldssico. Obser-
vamos a csta altura que, diferentemente, os teoremas de equiparticao nao se verificam

ao nivel quantico ( exceto, claro, no limite cldssico ).

7.6.1 O teorema (Principio) de Nernst.

Como vimos, no caso classico hd dificuldades com a determinacgao da entropia com
base no formalismo mecinico-estatistico no limite de mmito baixas temperaturas.
Mostraremos agora que de fato a mudanga para a descri¢ao quantica permile “con-
sertar” essa dificuldade, ou, em outras palavras, mostrar que obtemos corretamente
o terceiro principio da termodinamica.

Lembremos que Nernst estabelece experimentalmente que, a medida que a tem-
peratura de um sistema termodindmico tende para zero, para todas as substfincias, a
diferenca de suas entropias junto com as derivadas desta em relagao aos pardmetros

termodinamicos tendem para zero, lL.e.

Iirl‘]'r_.() S ((}Tﬂ 1/. .f‘\’r) = 0 5
(7.82)

limT_,g 3—; = lim'r_..*g CV =0 ’



ete. A Eq. {7.82), como proposto por Planck, proporciona uma escala absoluta para
a entropia.

Examinemos o caso do ensemble canénico. Da relagao f = {7 — T.S podemos
escrever

1 . ‘
p= ———-———E_JH = (3J(F'”} = (-‘j[{'_fs-_”) (783)

Z(T.¥.N)
F- -k’Bu-. 4

Sejam [geluv, ek, e u'-',,> os antovalores ¢ autofuncoes do Hamiltoniano no estado

fundamental ¢ nos estados excitados respectivamentes. Entao,

(ofofn) = {3 (075 -2} rss

que podemos escrever como
<fl('0‘f> %exp{—izj+ﬂ(U—Eg)—,3 (E‘Z —Eu)} (7.85)

Consideremos o limite, nesta expressao, de T — 0, ou 3 — oc. Comeo esse limite
de U ¢ I, o segundo termo no cxpocnic tem limite indeterminado, que resolvemos

pela aphicacao da regra de 1’ Tapital:

. U=y 10U Cv
1 — e = —_— 7.86
T kT k 91 )v k (7:86)
Deste modo temos que
lim <n‘p)n> — fim e 5t jim o 0(FeFo) (7.87)
T—0 \r~ ~ T—0 T—0

Porém no caso dos estados excitados E,, — Eg > 0 e o limite para todo ]n> # |0}
é nalo. Assim

lim <£lp'2> =0,V |£> £10) (7.88)

T—
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: ) S  Cv
Tligo (0] pl0) = exp {Thm [—Z + k‘ ]} : {7.89)

-}
Procuraremos calcular o limite indicado. Primeiro observamos (ue como no caso

himite de temperatura nula se tem lim U = £y e lim I = Ey |, entao

1
i -y TNy = ) i f— T
Jim =S(T.V.N) = m (U~ F) (7.90)

T—0 K
& indeterminado. Aplicando novamente a regra de [’Hospital

oU 3T — IF/HT

Jim S(T.V.N) = lim - (7.91)
Mas 50} = Cv e —%5) ., = S(T. V. V), e assim temos
Aim S(T,V,N} = lim [Cv +S(T,V,N)] , (7.92)
o que unplica que
Jim Co (T V,N) =0 (7.93)

assim satisfazendo-se a Fq.(7.82), ¢ levando-o em conta na Eq. (7.89) obtemos que

] .S
Jim 015 0) = exp {lgz} (7.99

Lembremos que sempre deve satisfazer-se a condicao de normalizacaoe do operador

estatistico o que nos diz que
: . — 1 ; . — ~lmr _o0S/k __ 95
Jim Tr{p} = lim % (g’ p ig) Jim g0 0{p10) = goe 1 (7.95)
onde g3 ¢ o fator de degenerescéncia do estado fundamental. Entao

Tlimo S(T.V.N}=klng (7.96)
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o que mostra que de fato no limite de temperatura nula a entropia é uma constante

(puramente mecinica) muito pequena, e no caso particular de termos wm estado

fundamental nao degenerado, i.e. gy = 1,

lim S(T.V.N)=0 (7.97)

T—-0

Mais geralmente, lembrando gue a entropia ¢ uma quantidade extensiva, vemos que
no limite termodinamico a entropia por particula vai para zero, 1.e.

5 k1
lim lim i= lim ¥ o

T

N—aooT—0 N N—oo N

=0 . (7.98)

E interessante observar que a expressao de S na Eq.(7.96) coincide com aquela do
ensemble microcanénico, ja que de S = kIn (2, levando em conta que {2 € o mimero de
estados mecénicos compativels com as condi¢bes impostas, no limite de temperatura
nula s6 contribie o estado fundamental ¢ recuperamos a Eq.(7.96).

Para finalizar esta segao enfatizamos que o terceiro principio da Termodindmica
se justifica s6 numa mecénica cstatistica quantica e, como acabamos de ver, remove-
se a dificuldade da presenga de mma singularidade na entropia ¢uando 7' — 0 no
tratamento cldssico. Isto nos leva a perguntar-nos sob yuais condigoes o tratamento

cldssico é aceitdvel; mas antes deste topico consideremos a questao da chamada:

7.6.2 Hipdtese das Fases Aleatdrias

Até aqui temos considerado a situacio na representacao de energia em que o operador
estatistico é diagonal. Vejamos outra situacao, digamos quando ¢ conhecimento do

sistema consiste mas medidas simultaneas de um conjunto de grandezas A; , § =



1.2,

<., que comutam entre s1 mas nao com o Hamiltonlano, e que assumem

valores nos intervalos (o, oy + dag). A expressao

A; [K> = “'\J!{ f’:>

indica os autovalores e autofun¢ées (1 como sempre é o conjunto ce mimeros quanticos

(7.99)

que caraterizam os autoestados do sistema). Qualquer cstado do sistema vird a ser

dado por

: 5} , (7.100)

onde a, =

£37

e -~ ¢ um nimero complexo.

Construjamos em continuagao o ensernble que cotresponde, como dito, aos estados

do sistema com autovalores nos intervalos

a; <Ay <oy +dey (7.101)

e chamemos de A1, ao correspondente conjunto de estados vizinhos. Podemos con-

struir o operador estatistico priro de cada réphca no ensemble, i.c.

aya], YV /e M,
<I/; P|V’> - S ~ (7.102)

lﬁuu’
e *% ,comy,, =0,

onde a,a}, = — @, ou seja a diferenca de fase dos dois

2y auf

estados envolvidos. A média de um observavel A sobre o ensemble serd dada por
MOy
(W =Tr{4p} =Y p Y. "2 (i
k

vr!
aparecendo as fases 8 sobre as quais nao temos nenhuma informacao. Conseqtiente-

k
a9 [af®

A]{} , (7.103)

mente para obter p neste sistema fechado para as grandezas A; , introduzimos dois
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postulados basicos: (1) fases aleatdrias e (2) iguais probabilidades a priori. Com isso

temos um operador estatistico (emn representacao matriciad)

W-ay.---.a,) V rveM,
<1,1| p |y> - ~T T (7.104)
0 Y v M,

onde 11" & uma constante pelo postulado (2) acima, ¢ os elementos nao diagonais sao

nulos pelo postulado (1) acima, j& que
i
/ dd e = 0 (7.105)
Jo
(Como o operador estatistico deve estar normalizado obtemos que
Wiy, -, an) = E 1, (7.106)
vEM,
ou seja que W é o mimero de autoestados contidos em M,,.
Em contimiacao acrescentamos mais nma secao onde, apds revisao comentada re-
surmnimos os resultados do teorema do limite classico indicacdo ¢ diseutindo as condicoes

do limite chamado de nao degencrescéncia (clissico) a partir da situacao de de-

generescéncia ((uantico)

7.7 Revisao Comentada e o Limite Cldassico

A diferenca entre as defini¢ées cldssica e quantica dos estados de sistemas dindmicos
aparece claramente quando consideramos varidveis dindmicas diversas, e.g. energia,
momento linear, momento angular, etc, e respostas a perturbagoes descritas por nma

energia potencial de interagao.



G4

Classicamente varidvels dindmicas sao funcoes de estado do sistema dinamico, t.e.
entao completamente definidas para um dado estado completamente caracterizado
por um ponto do espaco de fases do sistema dinamico, T (#).

Em Mecanica Quantica o estado esta caracterizade por uma func¢io de onda, e
as varidveis dmﬁnncas $A0 expressas como operadores hermitianos atuando sobre o
espaco de Hilbert das possiveis fungoes de onda, ¥ (¢). Ainda mn cstado especifico
do sistema sendo considerado, i.e. o conhecimento preciso da funcao de onda nao
define todos os valores que viriam ou serem obtidos por medidas de cada observavel.
Somente quando ¥ € autofuncao do operador associado ao correspondente observavel,
digamos A , i.e. A¥ = a¥, onde ¢ é um mimero real, é que podemos afirmar que a
medida de A nos dard um valor inico, a, quando o sistema estd no estado . Como
J& notamos, em Mecinica QQuantica podemos fazer predigoes cm relagio aos valores
que tomam as varidveis dinAmicas do sistema no sentido de termos nma média sobre

.0 ensemble puro do sistema, 1.c.

A= (wlAle) = Tr (AP} =

N
= / Hdﬁh Alqr, - @oniPL e Pon U@ e YT (g), QI,NBt)|q:q,
=i
onde Py = [} (1| € o operador estatistico do ensemble puro, ou matriz densidade do
sisterna.
O ensemble estatistico misto, ou ensemble de Gibbs, é a média sobre todas as

possiveis réplicas independentes correspondendo a todos os estados do sistema (en-

sembles puros) consistentes com as condigées de vinculo macroscépicas impostas sobre



o sistema. Assim, o operador estatistico de Gibbs associado é definido por,

pt)= Z wiP,.

S

onde }~ w; = 1, com os w; representando as correspondentes probabilidades de achar,

no instante £, ao sistema no estado puro P, = Je ) (u

) e

(AJry = Tr {Ap (1)} Z w,r { } N
7

com, evidentemente, 7r {p (1)} =3 w; =1

Escolhida uma base! no espaco dos estados do sistema, como pode ser a que
diagonaliza o Hamiltoniano H ( e um conjunto de observiveis simultineos) teremos,
chamando de 7 a0 conjunto de mimeros quanticos que caraterizam os attoestados do
sistema,

P, = Zam () a -”*(

!

on) (o

&

PO} o) (o

com, na base escolhida, os elementos de matriz de p dados por

(r

e introduzindo o postulado de fases aleatdrias p é diagonal, l.e.

=>_p ()P,

p(t) = Z <g-

LU £

n.’> ijam ya™ (t)

L Ortonormal



66

: ! .
com pn () = <n,'p {t) \n>, e assim

el

Como mostramos g satisfaz a equacao de Liouville-Dirac

Ay =Tr{Ap)} = 3~ (n

T

plt) | . . 1
. o T iLp(t) =0, comilp= P p. H]

e no caso de equilibrio [p, H] = 0.

A mais, em Mecanica Quantica nao todas as autofuncoes do hamiltomano sao
autoestados “possivels” do sistema dinamico. No caso de particulas idénticas temos
uma restricao que limita as fungoes de estado no sentido de que devem possuir uma
simetria dada:

Para o caso de particulas com spin definido a funcao sera

1) Simetria se os autovalores do momento angnlar intrinseco sao zero ou inteiros,

i1) Antisimétrica se os autovalores do momento angular intrinseco sao semi-inteiros.

Temos visto como obter os diferentes operadores estatisticos de Gibbs a partir da
construgao do enscinble microcandnico, quando usamos o principio de iguals probabil-
idades a priori. Podemos escrever ele numa forma geral lembrando que, se o sistema
estd em contato com reservatérios com os quals pode intercambiar as grandezas I, -
j=1,2,---,n(e.g. energia, momento linear, momento angular, niimero de particulas,

volume, ete) termos cue
L]
| -
p:Z (F‘la"':]*n:ala"':an')exp _ZEIIJJ
i=l

onde

Z{F, o,y =Trcexp —ZF}PJ ,
I
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assegura a normalizacao de p, e os parametros Fy, Fy. .- . F,, sao definidos por

Qj = T?'{PJP} .

onde (; & o valor médio da grandeza P; no estado macroseépico caraterizado pelos
valores F,---1qq, -, com 05 F; sendo os valores de equilibrio com os reservatdrios.

O ensemble canonico corresponde a Py = H, F; = 3 = 1/kT, oy = V, oy =
N (I =2,3,-,rlLe. r especies quimicas diferentes);

(O grande candnico a [, = H 1% = N, F, =3 = 1/kT, Fy = =3, = —p, /kT,
[=1,23---,r—1,o4q =V, ete

A identificacao dos parAmetros I, como varidveis termodindmicas intensivas, e
de Z ligado com um potencial termodinamico segue-se, como vimos, do estudo de
processos termodinamicos adiabdticos e a comparagao de coeficientes diferenciais.

Em geral, chamado,

lnz(l“l:"';“la"'_) :(p(ffjh...:ah...)

se Lem qguce

A .
Qﬁ“ﬁ‘j (=0ln Z/0F})
e
Iz
=3,

onde T = —~Tr{plnp} =¢+3570 | FiQ;.
Em todos os ensembles k7 é a entropia S do sistema expressa nas varidvels
(211 Q'Z:a Tt Qn: 1, ey, 0 -0, Gy € é é Nenoes un I)Oten(:ial te]mO(ﬁIlﬁmi(fU (fllﬂ(,"(:lo dle

Fl:FZ;”"

]

Foiog,am, -, o) dividido por k7. Assim
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i) Canonico, F(T.V. Ny, .-y = —kTIn Z (T, V. Ny, -y = —kTo (T, V. Ny, - ).,
i) Grand-candnico, J (£ V, g, -+ ) = kT In Z(T. Vi, --) = kT (T V. juy, -
i)  Petit-canonico, G (T,p, Ny,--) = —kTIn Z (T.p, N1.--) = —kTo (T.p, Ny, -
et.

A mais se tem que

i

(PE — (Y = (P, = (PP, — () =

N a0,
= f}f"f ln/j(_[[,"'.(‘t],"') = _(}[}
e’
Co= (P~ (PY) (P (P))) = 0 Z (Fy, gy ) =
# = N 9F,0F, ’
_ 9 0
9K 9F, Y

Na [ase na qual o hamiltoniano ¢ diagonal, no caso canénico teremos
7 (T, V. *"\"rl-. L. ) — Z (_‘—-f',‘.f_frk'.f,
L
.- [ . : ) , -
onde ﬁ-ﬁ sao 0s autovalores da energia. lxceto casos simples tal cdleuo ¢ muito
dificultoso por duas razoes: a primeira ¢ a prépria determinacao dos autovalores E’i
em sistemas de muitas particulas com interagao (o problema de N corpos), e a segunda
¢ a realizacao da soma: consegilientemente se faz necessiario desenvolver métodos que
facilitem o cdlculo, ou pelo menos, como ¢ usualmente o caso, que permitam introduzir
aproximacoes satisfactorias. Isto se refere nao somente ao céleulo de propriedades
termodinamicas, mas também a determinacgao de respostas (processos cinélicos) a

perturbacoes mecAnicas; nos ocuparemos do assunto futuramente.
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Finalmente lembremos que foi demonstrado o principio de Nernst o terceira lei

que estabelece que

)
T—0
Oy

Isto ¢ indicagao de que a Mecanica Estatistica cldssica falha a temperaturas pertos
do zero absoluto; em particular ja vimos na primeira parte que outras indicacoes sao
dadas pelo caleulo das propriedades termodindmicas de gases de osciladores harmoni-
cos e de rotadores rigidos, quando 7 3 0 , onde a temperatura # era definida por
k) = hw e kO = h?/21 respeclivamente.

Deixando a demonstracao detalhada para um Apéndice, anteciparemos o resul-
tado que permite prever o dominio de valores de temperatura que justificam o uso do
cdlculo cldssico, ou, em outras palavras, os critérios que proporcionem as condicoes
que validem o uso do tratamento mecinico-estatistico cldssico. Para tal fim consid-

eraremos o cdleulo da fungao de particao no caso do ensemble canédnico

e |n> (7.107)

ZIV,N)=Tr{e™) =3 (n

onde os ‘n> formam um conjunto completo de autofungoes com a simetria requerida

~

por cada caso, e seja 0 Hamiltoniano do sistema dado por
YR 1
M= Vit v(W-m)=rtv,

— 2m —
J=1 i#j

para um sistema de N particulas indistinguiveis.

Como mostra-se no Apéndice ao final deste capitulo,

Z (T V *'IV) = Zf.‘!tissir'o (T V ‘{.\}') + R (7108)
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onde R contém efeitos puramente quanticos que sao de dois tipos

1y

Modificagoes do valor cldssico devidas &s presencas do potencial de interacao

entre as particulas, e independentes da simetria da funcao de onda

2) Modificagoes devidas a simetria da funcao de onda e que nao se anulam

* . . - ~
ainda na auséncia de interacao

Temos respectivamente,

7(?’1 T Trdr, e /H‘fh e T —iiz’j:(va—
1 \ el
_Efjlvj'”[ :I:Ze i '2AT§ﬂj?‘jk.ij+--- (7_109)
7k
e
z(,-ii,-m T "rd(‘:t ! e / HdS"ﬂr e~ - 7R) §7 g lran| /20 (7.110)

J#k
onde a sinal positiva corresponde ao caso de hosons e a sinal negativa ao caso de

fermons, ¢

2
9 h

4 LN A A l
A ki (7.111)

introduz Ar o chamado comprimento de onda Lérmico

Evidentemente, v = 0 implica B; = 0, porém

Ry (v =0) = A7 i{ﬁ / Hd:”% eIl 120 (7.112)
J#k

que € diferente de zero. Lembramos que Z 35500 = V N / A,}:’N N1

Quais as condigoes para desprezar 11, € Ry 7 No caso de Ry é ue

nr o .
— 3

m

<1 on \Vzv

T .
& RZ (7.113)
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ﬁz

m

. 2
PIVePxl ,ou |V« (}—‘\ZJ \ (7.114)
AT

— —_— - - . P
(onde v = ¢ (77) onde 7 & a posicao relativa de duas particulas).

Analisando Fourier v (7)

A

v (F) = / Py (T) «TT (7.115)
temos

|Viu| = /u’”q ¢l (), (7.116)
e

Vol = /d3q Fhe ()P . (7.117)

Assim as desigualdades acima verificam-se se o potencial varia no espaco ao longo
de distAncias grandes comparadas com o comprimento de onda térmico Ar. Fmn
outras palavras se na andlise Fourier do potencial inter-particulas proedominam as
amplitudes com gAp < 1.

Quanto ao termo independente do potencial, ele sera desprezivel se o expoente
¢ grande, on seja se o valor quadrdtico médio da disténcia entre particulas ¢ muito

maior que o comprimento de onda térmico, l.e.

el > A2 (7.118)

Aproximando este valor pelo quadrado da distancia média entre particnlas (V/AN) 173 —

1/3

no obtemos alternativamente cue

nAl « 1 . (7.119)



Isto & verificado a muito altas temperaturas ou muito baixas densidades, quando
entao as fungoes de particao cldssica e quantica diferem pouco.

Observemnos que neste wltimo caso (com v = 0} a funcao de parti¢ao pode aproximar-

se por

Z o~ thdssi(:a [1 i f]] = Zcin.-zpe (?120)
onde

1 ol 2
fim g [TLtn, e 7121)
i=1 iFEk
V’N
Zr*!dasu'a = Zcinc't.ica =~ XAN nTl {7122)
.‘«g—-\{"r\ f
1 S YN

Zpe=1%fi =15 /Hd%-j e~ (T 7R) (7.123)
com

o T TN = kT Y In [1 + e-lﬁ?lz-’“ﬂ (7.124)

i j

que define uma pseudo-encrgia potencial a que estaria submetido o sistema cldssico
por cleitos de corregoes quanticas. Este potencial estatistico ¢ positivo {repulsivo) no
caso de fermions e negativo (atrativo) no caso de bosons; vide Pigura 7.2, Tipica-
mente, com v (75]) = —kT > iy;ln [1 + (—‘"’Tiigm\%] ,

Valores tipicos de Ar (em cm)

10 000 k 300 k 1k
Elétron ~3x 1078 ~1.0x107% | ~3x10™*
H ~1.6x107"7 | ~ 4.8 x107%°
He ~80x 10718 | ~ 24 %1018
Ar ~89x 10719 ~ 2.7 x 10716
massade 1 kg | ~8.1x 1074 | ~ 2.7 x 107" | ~ 8.0 x 10-12

( A2/k =8.05 x 107 erg sec?/% )

Table 7.1: Valores tipicos de At (em cm)



Iigura 7.2:

Matriz densidade de uma particula numa caixa

A Hamltoniana em coordenadas cartesianas €

2 2 2 2 2
He g N (i+a +0) , (7.125)

2 D \dr? 0 Oyt 82*
i)

cujas antohingoes sao -;;'iﬁ;e‘ Ao com antovalores

— R ORT
: k) =20 2 k) 7.126
( 2t 2m ( PRy T ‘] ( )

Impondo condigoes periédicas de contorno

k’a = %?Enﬁ k] Tty = Ua :tla :t2‘ Tt (T 127)

onde L., L,, L, sao as dimensoes da caixa paralelepipedo.

Caleulermos a matriz de densidade canénica

— 1 . 1 P ot )
ﬂ( 3"'7?”) - = 6—.:*7-{;? (—?—}-) 2= (7 ;) — ZR dep Z gl At ) (7128)
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Transformando a soma em integral

X 4(F) =S LT (e Eo )

Ty

/au: /rfq /(L (£1> —

_ LiLL |
- o .[rm dk,dk, f(F) = (-3‘;-)'/‘”‘ (%),

com k, = ‘,i:f-z cte. Usando este resultado em (7.128) obtemos
]. IJ,-‘ g . n2p2 (_.zT-(T'—T'}
- = 3 —.3
y{r T ) == - Gk o7l ——— =
o == o) / v
4 B — e 2 i
=i " ]dSk e—S%Lk—i(r—r)m e _L;JT( ui“) —
Z (2r) Vv
11 _mer oy 3y~ =K 2m
= = z€ It - AT e .
2 (2x) :

N = —
como K = k —i (7 — 7)) =

o ) ) 91 3/2
/ dkpdkydk, o ek = (i) ,
J =0 (L

com a = 3% /2in .

Porém

Finalmente

s —_N 1 . A/2 _E.F:T(?-__T-.)i
(3'|P|3'/— 2”1 e A% ,

onde

‘ h? .
AL = o (gr erg erg™ sec™? =cm?)

é o chamado comprimento de onda térmico.

Por outre lado

Z="Tr {e_BH} =7 /dSr' p(7T, 7Y =V ( n

2m3h?

)3/2

(7.129)

(7.130)

(7.131)

(7.132)

(7.133)



-{
H ]

e entao

1 —_ —-1)2

= —¢ -‘J‘\:}‘ . (T.I‘-}:l)

- 1. — . )
=TTy, =TT, (7.135)
temos
2
Iz (_?, _E_)) = %(!_5‘%‘? . (7.136)
1
o termo diagonal 7 = 77 &
— = 1 .
o (77 = p(F.0) = (7.137)

que ¢ a densidade constante das particulas livres.

Na coordenada relativa temos um pacote de onda de largura A «que no limite
de T grande (7 — 0) tende a mmna funcao delta (A — 0) correspondendo & particula
pontual da mecanica clissica.

A encrgia média ¢ (para a particula individual)

que podemos obter pelo célculo
3 R
(H) = [ d°¢ -%Vg p(RE) =
_ 1 _ ﬁg / dSE V‘z _—-62,@1’\2 _
v 2m ) ¢ ° B

! ia 3 3 52 —g2aa? _ O o =
= ‘—/ (+R) [(i £ |:P — A_4 et/ = :Z*kf ) 7.139)
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- . Vﬁ
Obs: Transformando Fowrier o varidavel £ ., com 7 =h k|, temos
. ~ 1

- 1 [ B e
£ ( f‘? F) = F / d """ (_:—zk-é (;‘-sz,- 2;\‘;.- —

(27)°

| —

= = (m/2zk )} 27 M (7.110)

-
7

et

‘que € a distribuicao de Maxwell-Boltzmann.

Podemos mostrar gque na represeniacao de coordenadas
(ale=™| ¢y = ™M= "5)5 (g - ) (7.141)
De [ato, consideremos a solucao da equacao de Schrodinger
9 ,
H{q, —-ahg? Pr () = Fayn (9) - (7.142)

e entao o elemento de matriz (q |e_*m‘ q ) pode ser escrito

5 ) o) (1) -

ni.n

_ ; <q| £> TS <£ f(f> B Zﬁ_.mu <q| £> <fi |q’> _

e-d’H

Tt

= exp { —itH (q, —ifi%) } Z <q| £> <£ |q’> =

= exp {—_.-"37'{ (q, —-iﬁi) } §(g—¢) , (7.143)
dq
onde usamos a completicidade da base formada com os autoestados do Hamiltoniano.

Apliquemos ao caso da particula livre:

- —* ‘igk (T =T
(T~ 7= [ S R (7.144)
J {27}

e entao

(7»] (!_:Wv‘{f‘zm [T>r> — c,jﬁv?;'am‘g (T _ —.*r) —



-1
|

Bk
(hil

=/ d>k ¢ IR M R (T
; 3 .
52

mkT\ 3?2 mkT . . -
= (Q—h').) exp {— onz (7 — f")z] , (7.145)

que coincide com o resultado obtido por cdleulo dircto nos excmplos.

I K (T =T

Observemos que o resultado obtido ¢ independente da fase escolhida, sendo so-

mente necessario provar a completicidade, 1.e. que dado {c),! (q)} verifica-se

Z O (@ oniq) =6g—d) (7.1-16)

Por outro lado, no caso do oscilador linear

. 2:?“ ZB—EZ/QHH (5) 6—519;‘2H—n (‘f’) — 5 (E _ Eﬁ) ’ (7147)

onde £ =x/A e A* =h/mw .

Fntao

TS €)= DT (O 5 (€)=

Tl

-3(¢? re) e (3 )ihe ’
—e | Z_QTTT”" (&) Ha (), (7.148)

T

e recuperamos o resultado calculado nos exercicios, i.e.

= <as| eI ey = [Qrswmn‘”?

1 1 1
exp {— e+ Th (ldﬁm) S -¢&)Y Cth (—ﬁfw) } (7.149)
1 2 4 2
Como
S, L[ (1 B .
Z = 3 Sh E_.-fh.;u . {7.150)



Exemplo: Oscilador harmonico na representacao de momento.
A distribuicao de momentos de uma particula, cujas autofungoes na representacao
de coordenada sao o (77) estao dadas pela transformada Fourier

- — L — -
a (P)=P o, (7)) = (—2_—7‘—” SRS (VRS B (7.151)

i

A equavaléncia das representacoes se dd pela transformacao

= P FP =ik Vy
(7.152)
-7 P PPl =—ihV

Vejamos como se transforma a hamiltoniana no caso do oscilador harménico. Defim-

mos £ =2/A = \/2Zr ;7 =2p ; A’ = i/mw. Entao
L2 __ K2 2 1y, 2
aml = ZmAZl’ QH“JW !
. . e
%i'm,'?:z:z = %nw?.’\lg = %ﬁwfg R (7.153)

H (z,p) = f;:; + dmwtr = shw {_digz + &-2} )

A equacao de Schrodinger ¢

[ &2, ‘
) | T +£]Q(f)£&p(£) ,com £ = [0/ hw . (7.154)
Agora
p(§) = / %e"‘f“a (7) (7.155)

e sustituindo acima

. 2
/ j#ﬁ*%[w"’~%]ﬂﬂ::~ [ Fmeratm, (7.156)
T;‘ - ’JT

ou seja
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que tem a mesma forma que a equagao na forma representacao de coordenadas. Os

autovalores sao evidentemente n + 3 (n = 0. 21.+2.. .-}, ¢ as autofuncdes devem ser

a(w)= ) —e ", (%), (7.158)

gyl

lembrando que = = (A/h)p e A? = B¢/ (A € o comprimento de onda de de

> r - N - ~ 4
Broglie de uma particula de energia hw ). ) desenho, para ilustragao, do modulo
¢uadrado de ay € mostrado na Figura: 7.3.

Na representacio de momento as matrizes densidade dos estados puros sao
(7 Pu | = ap (7)a, () (7.159)

e a probabilidade de achar o oscilador no estado [n} com momento no intervalo
(p.p+dp)e

(7 Pula’) = lay (7)1” = (E| Pu|€)¢ (7.160)

Para ilustracao mostramos na Figara: 7.3 o modulo de ay, ¢ onde py € o méximo
momento no movimento cldssico p_(;:,) = 2mll,.

A medida que o miunero quantico n awnenta, o miuncro de nodos n aumenta cm
quanto diminuem as amplitudes dos picos intermedidrios ¢ aumenta a amplitude dos
picos extremos.,

Lembremos que a curva € sitilar no caso da probabilidade de achar a coordenada
no intervalo {x, z + dz) , e o méximo valor classico da amplitude ¢ xy; = /215, /mw?
(Ta/A=zq)

Para n grande entao a probabilidade tende a um valor grande para & = xy; e

P = par - No primeiro caso devemos interpretar como que o oscilador permanece mais
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2
la o)

p(2)
M

Figura 7.:3:

tempo nos pontos de retorno cldssico onde a velocidade ¢ nula, e no segundo caso
vemos (e a probabilidade é maior na situacao em que a aceleracao é nula

- . . . “t
Se aproximamos a d.q.m. pela distincia entre picos temos”

Lar A ix
AE.‘A?T jied E,’\.fﬂ—.’\f = Faf p'” — _.r__A{p.'”

A hh -
L[ 20 —— 205 .
=3\ >V 2nl, = = 2n+1 . (7.161)

Considercmos agora o ensemble canénico, p = e~ =" Na representacao de co-

ordenadas tinhamos que

_1
Elpleh =

1

= 2 () () P )y (nle) = 53" e Mg () 3 (€ =
n:()

m|~
[¥}3

Il
=}

7

1
1 ST L e (1
= — |—" | e S hi =3hw
Z[ZW .S‘h(ﬁh)] e‘p{ &8 Tl(2‘3“)+

1 PR e 1 I )
+7 (£ -~ &Y Cth (Edhw) } (7.162)

? Calculado Azdp = (n+ 3} = =of=

2




A mais
Z=Tr{e " :l""f 1¥f'
I {E } 5(. .-561 E |95

Na representacao de montento como 1v1mnos

e enlao

(wlp|x) = 3 ) (0] = In) (i) = (€l €'

() elemento dhagonal ¢

o 1 . 1
(wlplm) = Th'/? (5:’-?;%) exp { —72Th (‘g‘r’im‘) } '

No limite cldssico Fhw < 1.

ﬁi.b' 12 _iﬁhm“i!
(n|[)4n>_..(§ﬁ) [ .

Lembrando que [7) = /h/A [p), entao

e NYPA s i e
) N = CeTw 't ﬁ?: — e g pe it :
ol plp} ( %T) e S

[mew? /kT) =gr sec™? erg™2 =em~? ;5 [1/2mk7T] =gr~! erg™!

31

(7.163)

(7.161)

(7.165)

(7.166)

(7.167)

(7.168)
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Apéndicea o Capitulo VII: Olimite Classico.
O limite Classico. Istabelecemos os critérios que nos proporcionem as condicoes

para justificar o wso de wmn tratamento AMecanico-estatistico cldssico.

-Para tal fim consideremos a funcao de particao no caso do ensemble candnico,

e |}

2

Z (T. V.Y =Tr {P_JH} = Z ([/

onde os [} formam um conjunto completo de fungoes com a simetria requerida pelo

sisteina. Escreveremos para a Hamiltonlana

N

B, 1l e
Hz—z%VjJréZU(m—rj):T+V,

j=1 i#EI=1

correspondendo a um sistema de N particulas interagindo entre elas via um potencial
V que depende da coordenada relativa de pares delas. Como o cilendo do trago nao

depende da escolha das funcoes de fase escolhemos

onde a sinal + corresponde ao caso de bosons, a sinal - ao caso de fermions, P é o
-y ~ — — , .

operador que indica as permutagoes das coordenadas 1’y,--+, 7 ; , € p € 0o numero

de permutagoes realizadas nesse conjunto. A mais 1/v/ N! assegura a normalizacao

da funcao de onda se as o estao normalizadas; temos deixado de lado as coordenadas

e indices de spin por simplicidade porém nas devernos esquecer que estao presentes;
. . . — . _— —

podemos considerar como incluido nos indices k& o spin 7 ( k = ( k n) ) , € que as

2 SA0 spinores.
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-y T . g i !
_ Utilizando como usnalmente condigoes periodicas de contorno num paralelepipedo

-

de lados L, , @ = .y, =, temos que

L) .
-l

Kjo = <~)nn , g =0.£1.+£2....
L,

- - = . - - =5 - - . -
No limute termodinamico os indices & ; sao praticamente continuos e assim pode-

—r

mos transformar as somas nos & em integrais

V
o7 / 4’k .

2~
®,

— —
Ao calcular o tracgo teremos lcom k=l k1, koo K N)]
1 Ak, Cky
SRS 0 Sty < Y
N (2r)"  (2m

—

onde N! é acrescentado para levar em conta que qualquer permuta¢ao nos & cm gp=
—_— — .

( ki, ko, Kk N) produz um mesmo estado na réplica correspondente no ensemble,

e lals permutagoes aparceetn ao realizar o produto das somss.

o ) )
Exemplo: k= ( ko, k 2) ¢ dois nivels =, 3.

—_— —— 1 m—p — — —
Lf..-%___(rl, r 2):—5 [P'E,(rl)*f’?.z(r )t (Ta)vy, ( 1'1)}
1
Z<f‘i A £>=_, Z 3" (kika| Alkika) =
k =1.2kz=1.2

FL2(AL2) + (2,1 A[2.1) + (2.2] 412,2))

s termos diagonais ou sio muilos no caso de fermions, ou sao duas vezes o mesmo

V= (2,11 412, 1)

e assim est4d justificado o fator 1/2!.
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Conseqiientemente

Z = 1' /Hdk /Hdu PN EIN
(N PP

t

—_ —

T

PH VN2 ‘-SH’P’Hvl \-fzJ =

]. 2 s — T — - . — T
= pyp Pk T, IR P T
=3 dl E (£1Y7F e e e R
o PP

—

onde dT = []dp"; [[d7;/N! (2?7}1)3;\; ,com p =hk

Observaremos também que

o= iPRer iP'g-r . ) —-:P;. r iher
E (:l:l)pJrp R L PR, V) g (£1)Pe e AR
PP’ ' P

Vejamos de novo o caso de dois particulas quando

(f—i(sz‘;-!-kzrz) ABi(k1r1+k2r-2) ie—i(.’czn*}—hrg) 4ez(k1r|+k2r2)
4ot thara) 4 oilhary bhirg) +e ilkar 1 kpre) g ilker ‘hyre)

— —

¢ o termo da esquerda. Se k= k4 os Lermos diagonals sao nulos no caso de
- -~ - - - -

fermions ¢ duplos no caso de bosons.  Os termios nao diagonals & # ko lem &

propriedacle
(F | A[F .7 = (FF)
<?2?1 /1]?1F2> = <?1?2l‘4]?2?1> )

e neste caso ¢ justificado escrever 2lg*(hirithra)—harithin) Jeulkirithers) - Ohgervemos

que aparece um fator N! que justamente cancela o N! de Zfﬂ — VKT I1; Z?J

(Consideremos agora a funcao

y (?',kiﬁ) = TR KT



Qe

que satisfaz a cquacao

oo

D T
com a conclicao imicial « | r. k: O) = KTy
. . —3H. thr
Procuremeos resolver usando a funcio deprovau [ 7. k3 ) =7 e~ e f e ki3 ],

com i (!‘. o D) =1, e onde He = He | 7,2 } é o hamiltoniano cldssico do sistema

—~ e )

—
com p =hk.

Levada & equa¢ao acima temos

8'1:5 IA. r 8’“."
= —Heute e e = —Hu .
a3 a3
T . . —tkr
Multiplicando os dois lados por e ~~ ¢ reordenando obtemos
81.!} . —ij-r tk-T
55 = Hew — e~ ~He ~ e My

Evidentemente os termos envolvendo a energia potencial cancelam no membro da

direita, ¢ s6 restam os de energia cinética que podemnos trabalhar assim

hZ g IAF . ur
— T2 e, = sz _—m [ _
m ; 4 2m
2.2 2 .
i P T P ot
2m 2im £ y
i

O termo de energia cinética ) p?/2m cancela com contribuicao do primeiro termo

na equacao para w , €

dw  ae(r) )k v
aLf-e?J(») ”Z(pJT Ve’ UJ—{—MZVJ w

a3 mn 2m
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Integrando

? ih
wlr k3] = 1+f dre™ | — oV e r'.k:.r:) +
(~'M ) A (m);(f)J J.) (NN

7 h?
+ dz ™' — E Vie wlr k),
0 2ip b ~
J

onde usamos que 1 (1', ke 0) = 1. Procuremos resolver esta equacao integro-diferencial

o~

pelo método iterativo.

T

P

.31 = 1 {condi¢ao inicial)

w! ok 3] = 1+‘];')dd;r e (%) S (Ve 4 ! dx e o h — 2 Viem +

2
— i 2 2 ,
=1- )jm i3 Z (pJv )L + _'_" {_%ﬁ Zjvj1)+é1z:jvj'1)‘ +} i
Para completar contribuigtes até¢ i1* devemos incluir o termo em primeira ordem

em /i numa ordem superior de iteracao obtendo

v ih . th
dre™ ( ) v - / dy ¥ (_) _p'* B VA A
/ S 7 e [ ()27,

- ih x?
= — dre™ Ve ™ — Vo=
m? ./0 e (m) Zp; g ZP} A
2 P
Z p;i-V;u )

Reemplazande na funcao de particao

!ILZ

6

/dFZ ﬂ:l z’P.ll r (
— /dI‘ Z (il)PE—i'P-{ﬁ-Ke—d’HceiffIw (f'gk:,ﬁ) —
7 ~

— /dl"e‘ﬁ""f Z (:}:1) —HP=1k-r {l + hwy + fitwy + - } ,
i P

¢
i



onde fitey + M2y + - - - representa os diferentes termos em «: em poténclas crescentes
de h, h.12.. ..

Separando a permntacao unitiria
o —dMe [ . .. ,
Z:/dr(' H{l—rwlﬁ-tbg—'.--"}ﬂ“

—i{P=1k-r
+ /ffFZ(ﬁ:l)pe_‘m’e PR w4 o )
: il

= Zciassica T fquanticas »
onde

Letassica = /dre—‘j“r(r) ’

€ as coITeqoes quinticas sao

R(ruan.u'm.-; = /dl"e—*.ﬁﬂf-(r) Z ﬁnwn—'-

n=t

_ N y TR - o
+ /(!F(: AN (1) e PR by -
: P/

As corregoes guanticas sao de dois tipos

1. Corregoes associadas com a interacao e independentes da simetria da funcao de

onda.

2. Correcoes devidas a simetria da funcao de onda e que nao se anulam ainda na

auséncia de interacao, i.e. se v =0, w,wy, =0, porém

Ry(v=0) = /dFe‘dHr(r) Z (il)pe*i(P—LJ{gr’
| PAL
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Vejamos o caso (1)

!
=n da:e“'(ﬂ_c)Z(FJ-- :)—m—n‘zz p;-V,u
ey = ﬁ —— a"*ZV% +—i3 ZV 1! +—7”Z(pJ.
A T el
im
Agora
i) fd"‘vp wy; =0 j4 que w; & fmpar em p .

. v A AT _ 2 pa L =
i) jd“"\’p e~ P p/m Z#k e kP TPy, =

= /3 zm Z Vv (Qkar)';N/? (?ﬁ) Ve~ r"_?’“|2/(4ﬁh2ﬂm) onde usamos que

oo - 1é
dr pe™™ T = 2 dar ,meTt N —-e T
S 1oy [

Reordenando
n (T’k——?) (V0 = Vi) |+ {(}/foup2s

) ET 3N/2 ‘)?2 J e l "Jkl ;(2._‘)‘}’? ;m)
(2rmkT) 2, ; 28342 fin

3 —_ 2

(2“ka)3N’/2 ‘;_ Z (?k o ?J) ' (VJ'U — vk'l,?)(i_l Tk "rz"\%"
! PN
iii)

" GNT 2
/‘(‘i‘ip e_‘dliparrzm'wvlz =

ram 1
/dpe—dz p‘,2m __f)')lZVQU = g? Zv o
1

ggﬁz [(FJ -Vijv—=1p Vﬂ-‘ﬂ} =

2

+




ANy 3 . 1 .
= (2mmkT)*¥2 ¢ — = 3 {vjv =531, Ld
J

Reunindo estes resultados obtemos finalmente que,

- (2emkT)™ f 3 N I it 2
e = N! (27;’5)3'\' ./d My e 12 XI: (Vyv=

1. Faa 1
*E-iﬂvﬂ-’lz) iZeXP M [1 + = 3T e (Ve = Vi) +}

2A2
JAk r

No caso (1) as contribuicoes quinticas serao despreziveis quando tipicamente

K232 7243 )
Vil , VPt
1 m

Se o potencial estd caraterizado por um conjunto de comprimentos carateristicos A,
temos que a condicao acima implica que a variacao do potencial ao longo de distancias
da ordem do comprimento de onda térmico Ay = A/ mkT seja pequeua, le. caso de
potenciais suavemente vartdveis no espago. Em outras palavras, no espectro Fourler
do potencial devemn predominar as componentes de comprimento e onda grande.

No caso (2), i.e. a contribuicao que aparcee ainda quando 1+ = U (ou i =constante)

serd pequena se 0 cxpoente é grande, 1.c.
— ] AZ
[Tl > A7

—
Se aproximamos o valor médio r? pelo quadrado da disténcia entre particulas temos

que nA}. < 1 onde conseqgiientemente,

e a baixas temperaturas ou altas densidades a condi¢ao para desprezar as cor-

recoes quinticas nao ¢ verificada, e as formas cldssicas e quanticas da fungao de

particao diferem grandernente.
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Consideremos agora uma aproximacao semi-classica, i.e. caleulemos 7 na primeira
corregao quantica no caso de auséncia de potencial (1 = 0), o que nos permitird
mostrar que os eleitos quanticos podem ser interpretados como resultantes de um

pseudopotencial que denominaremos de :

O Potencial Estatistico. Consideremos 1+ = 0, (uando a correcao por cfeitos

quaAnticos ¢

2= Aevismea L = N1] '
onde
[ R e
VN ~ 2
tE]

Isto nos permie definir wn potencial estatistico, 1.e. um potencial ficticio que
incorporado na Harmiltoniana classica reproduz as correcoes quanticas derivadas a

efeitos de simetna da funcao de onda na ordem mais baixa. Introduzindo a coordenada

relativa 77, = 7, — T
1 _ ey e 1 7 el 1)
lxfh=1=x — | Prie T =~ fgr T (2) ,
L}'N J V‘?V —~
) i

e identificamos

Vst (L) = Z {fk?T In [1 + (_a_1?"-f|21“2’\ﬂ}

1)

que ¢ positivo (repulsivo) no caso de fermions, e negativo (atrativo) no caso de bosons,

como mostrado na Figura: 7.4, e temos definido

""'S;H = —£kTIn {1 + (€*|_".’Jl2"h2‘ﬁ']
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Capitulo 8

Os Gases Ideais Quanticos

8.1 Gases Ideais Quanticos

Tendo construido o formalismo requerido para determinar as propriedades macroscopi-
cas de sistemas mecinico quénticos, apliquemos os resultados ao estudo do Familiar
gds ideal.

Lembremos que os resnltados para o caso de particulas indistinguivels devem
diferir de acordo com a simetria da funcao de onda. Como J4 estabelecemos particulas
de spin inteiro possuem funcoes de onda simétrica em relacao ao intercambio de pares
de particulas, enguanto que particulas com spin semi-inteiro possuemn fungao de onda
antisimétrica. No tltimo caso sendo que para particulas sem interagao a luncao de
onda é dada por uma funcao determinantal, verifica-se o Principio de Exclusio de

Pauli: cada estado mecAnico-quintico nao pode conter mats de uma particula.

Constcderemos um sistema de N particulas num recipiente de vohunem V, cada
uma possuindo wm momento total de spin S. Antes de continnar observemos cue
trataremos do movimento de centro de massa, 1.e. da parte translacional da funcao
de particao. Os graus de liberdade rotactonal ¢ vibracional sao internos, nao envolvem

93
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a gquestao de permutacoes no espago, € assim nao ha distingoes na estatistica quantica
destas contribuicoes ue veremos mais acliante.

Os niveis de energia trgnslacional estio  como sabemos caraterizados pelos auto-
valores do momento linear h?, degenerados em relagao aos 25 + 1 autoestados de

spin. Os antoestados de energias das particulas individuais sao

— ek?
el k. ) = 8.1
( @ 2 { )
e os auntoestados individuals
(F7.5) = —=et 57 |8) =|%o) (8.2)
ot r,ay= € . = a s .
TEe Vg

com degenerescéncia 25 + 1, correspondentes aos valores de spin
g=—8§—-s+1,..,5— 1,8 . (8.3)

As [ungoes de onda do sistema todo devem ser contribuicoes lineares de produtos
de fungoes do tipo (8.2) satisfazendo a correspondente propriedade de simetria ou

antisimetria, i.c.

N
fy T =T . — 2 =5 ' .
Yo Taos (T8 Tasw) = 3 (£ [[ep,, (780 (81
P i=t
Para facilitar o cdlculo vamos a caraterizar estas funcoes de onda de forma difer-

ente, na assim chamada representacao de mimero de ocupacao, fazendo a scguinte

correspondéncia

U ﬁw...jn__‘ > (8.5)

.
Eiore- k yon

—
onde os n—_ { um para cada possivel estado de uma particula \ k (r> ) sa0 mimeros

—
inteiros positivos que indicam a freqiiéncia com que aparece o estado | k (I> na funcao

de onda total. Por exemplo para o simples caso de duas particulas e dois estados



a) no caso simétrco para

wih (1,2) = g (U1 (2) =5 (D (2 2 (D (20 + 2 (2 (L] (8.6)

temos
m=4/4=1 , n,=4/4=1

Ja que tanto o estado 1) como o estado |2} aparccem (ualro vezes nos quatro termos

e (8.6).

b} no caso antisimétrico para
s 1| (1) e (2) 1 . -
A (1,2) = % ==k Ne@-a@n] 37

e sitmilarmente ) = 1, ng = 1
Observemos que no caso (b) 08 n; somente podem ser zero ou hum, enquanto que
1 J 1

no caso (a) podem tomar qualquer valor 0,1,2,. .., e.g.
NE) ‘ Y :
L) = (1) (2) =iy = 2my = 0} (8.8)
Assim a energia total no estado digamos

li”'k\d'l = 11 T n'k__v\.'d'_.\r = 17 nk,\'_]cr_\;ﬂ — Uz t '> 7 (8‘9)

¢
E (‘le, R _jc—PN(TN) = Z ¢ (?0) npo = Z € (Fjo‘j) T o, (8.10)
o j

Jj=t

onde a soma é sobre todos 0s k 0 e os ny_devem satisfazer a condigao de vinculo

Pie < N p/bosons
N = Z no ., com ' (8.11)

To e, =0 oul p/lermions
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Calculamos a funcao de particao canonica:
. ZTVN) =T (™) =S exp {-.H;‘,_,} : (8.12)

onde v representa todos 0s possivels conjuntos de N valores { IS rr} respeitadas as
condicoes de simetria da [uncao de onda total,
Na representacao de mimero de ocupacao teremons

Z{T.V.NYy = Z exp —:iZc (T(r) " , (8.13)
o

(7o)

sujeita a restricao (8.11), e esta restricao aparentemente simples cria enormes comm-
plicacoes de cédleulo.

Para superar a dificuldade recorremos ao resultado de que no limite termodinamico
todos os ensembles sao equivalente, e assim em lugar de calcular a lungao de partigao
candnica, calcularemos a [ungao de particao grand-candnica

ATV 1) Z Z exp { — )’Z ( ( ) - ;1) Ho (.11}

N, )

que vem de

Z(T.V,u) = Z Tr {F Al "\’)}

N=

A presenca da soma sobre N (devida ao acoplamento do sistema com um reser-
vatério de particulas) permite transformar Eq. {8.14) nwna expressao manejavel.

Para tal fim, observemos que se temos uma expressao do tipo

[w e
P L
E E aylay? ---a;’

NG Ry,

podemos notar que a mesma ¢std composta de lermos da forma



N |

0 todos os n; nulas e contribue o termos 1,
1 |

1 | um nj =1 e outros nulos contribnic

ay+aytazg+--+a; 4+
2 |l um n; =2 e os outros milos contribite
ai+aj+ad+al
dots n; =1 e os outros nulos contrilnie
todos os possivels produtos de pares a;a,

J

3 um 7 = 3 e os outros milos contribie

(t:f+ag+a§+---+a§+---
um n; = 2, outro igual a 1 e o resto nulo

contribiie todos os possiveis produtos a’a;,
trés re; = 1, os outros mdos contrilnie

todos os possivels produtos triplos a,o e,

Desta forma vemos ue as somas com vinculo seguidas pela soma em N produz

um produto de somas sem vinculo

o0 oo o'}
§ ™ E Tig § ni
al a2 DY ) a‘} P e y
my=l) ny~=l) n; G

gue contém exatamente todos os termos que podemos formar na tabela acima.

O caso particular em que temos somente dois varidvels @, e ay resulta em
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}, thy = iy

u1 + g + ai

3
u1 +ftlfig+:1,11| F oy

-4 ‘ aj + atay + (léuf + rriﬁm + ai

1IN T > 1 Hy oo 4 n
E «, +(EQE (t +r12§ ”114‘”32 e ‘1‘”25 (' -

ny ny e T} ny TH
e

DM IELED I WS

N=0 n neo =0 n2=0
N e’
nybrig=N

Conseqiientemente, Eq.(8.11) resuita
Z(T.V, p) H Z =3l (Fa)-ulni (8.15)

—

que ¢ produlo de séries geomélricas de razao exp {—:} [r_ ( k (T) - p,]l }, cuja s0ma
4

depende de que as particulas sejam fermions ou bhosons.

I) Sistema de Fermions

—
Neste caso n ( k (T) & zero ou hum e assim

Zeo (T.V,p) = [ '{1 + e-ﬁ[e(?“)‘ul} . (8.16)

ka

IT) Sistema de Bosons

Descde que n- pode tomar qualquer valor inteiro positivo temos e

r - -1
Zop (T V) = [T (Lol For=ed] (8.17)

Koo
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O potencial termodinamico grand-canonico ¢ entao
~S(T V. =pV = kTl Z(T ) = AT S I [1 = HF ] (5.8)
LA B -
onde o sinal negativo no iltimo membro corresponde ao caso de bosons e o positivo
ao caso de lermions.
Observamos que no caso de hosons a convergéncia da séric geométrica cuja soma
¢ a Fg.(8.17) requer que a razao da série € 7% 7% seja menor que hum , o que implica,

J& que ¢ ¢ deflinida positiva, que o potencial quitnico pr deve ser negativo, 1.e.
<0, (8.19)

lirnitacao gne nac é necessdrio no caso de fermions.
Tendo obtido o potencial termodinamico estamos em condicoes de avaliar difer-
entes prandezas termodinimicas. Duas importantes sao a energia interna ¢ o nimero
médio de particulas:
T
{ 2{e (Ta l] ’

)
UV, ) = g% InZ (I V. ) = (8.20)
[P

L&
(N} . 13 Z(T,V, u)
] — . ’1 - Lr- — il T d —
v o (T.Vop) =+ Vv a(Bu)
1 - [2 —"’U — 1 -1 [
:V}:[eﬁ{-(* ) :};1} _ (8.21)
%o
Podemos também obter os nimeros de ocupacao médios ou fungoes de distribuicao:
a) Para bosons
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-9 —n Z(T. V) (8.22)
0 la (¥}
(_[ll(‘ 1{,‘\"}1 11 (_{ll(.’
% (Trr) = i[f‘."*{F(A—U) ot J_ﬂ:_l (8.23)
b} Para fermions,
<n (Tﬁ)> =1 (Tﬂ') =Tr {n (?{T) p} =
2 -
e I Z(T. V., (8.21)
0} [3@ ( k rr)
L
produzindo
2N = [{(Fay=n) 17 ,
f(krr) [(. f}+1} . (8.25)

—
Notemos que se ¢ ( k ar) independe do indice de spin [cf. Fq. (8.1)] as fungoes de
- - - -~ - s . - -

distribui¢ao dadas acima dependem somente de &k , ou mais precisamente da cnergia

— . —
€ ( k (r). A mais, estid claro que enquanto v ( k (T) pode tomar gqualquer valor entre
- . - - - - - - - -
zero ¢ inlimto { oiltimo no limite termodinamico), f ( k ) pode tomar valores entre

zero ¢ hum consistentemente com o princpio de Pauali.

Consideremos em continuacao os casos de fermions primeiro ¢ depois de bosons.

8.1.1 Sistemas de Fermions.

Para o caso de um gés 1deal de fermions tinhamos achado que

f (6750? T, p!) = [e‘j{ﬂrg*#} + IJ - , (8.26) '
(T, V.u) = mef (v T u) | (8.27)
NV =Yl o) (8.28)

I;;
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e o potencial termodindmico ¢

“S(T.V,) = pV = kTl Z(T,V,p) = kT S In [1 + e"d[f—ra-f*]} (8.29)

%a
Como § =0 ~TS—uN; F=U-TS;G =U-TS+pV = uN, temos que a energia
livre pode ser escrita como
F(T'V,NY=Nup— kT Z In {1 + e*-ﬁ["?a“ﬂ (8.30)
T

As trés equagoes acima permitem tratar das segnintes situagoes:

1. Para T, V e  dados, i.e. contato com reservatdérios de energia e particulas
(ensemble grand-canénico), (A) proporciona a funcao de distribuicao dos estados de
particulas individuais, com ela podemos calcular a energia média (B), e o mimero
médio de particulas (C).

2. Quando T, V, e N sao dados, l.e. contato comn reservatério térmico somente
(ensemble canénico), entao g segue (como fungio de T e N ) da Fq. (8.28); em
continuacao (8.26} e (8.27) proporcionam a funcao de distribuicao ¢ a energia média.
3. Quando E, V, e N sao dados, i.e. sistema isolado (ensemble microcandnico),
podemos determinar 7 e 2 a partir do conjunto de equagoes (8.27) e (8.28).

Desta forma podemos passar da descricao num ensemble, originariamente o grand-
candnico, para descrigdo num outro {candnico - o usual - e o microcanénico; também
para o petit canénico usando a Eq.(8.29) que liga a pressao com T, V', e p).

No limite termodinamico, no que se verifica - como vimos - a _equivaléncia dos
ensembles, como as dimensoes da caixa que contém as particulas tende a infinito, a

separacao dos niveis de energia ¢ tende para zero, € podem ser considerados como
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praticamente continuos. Assim e = /i%k?/2m é uma funcio continua de & ecom

—_
base nisto podemos transformar as somas sobre & em integrais, como segue

> - (2‘;)3 / d*k — V)3 / dkdQ) k%, (8.31)

* (2w

onde V ¢é o volume da caixa e, em coordenadas esféricas, (2 € o 4ngulo sélido. Definindo

o novo sistema de coordenadas (¢, p, 8), a partir de ¢ = h2k?/2m temos que

d - / dedQ G (€) (8.32)

onde § (¢) é a quantidade,

|14 — V V2
gle) = Jeo [0k = ~“mP e 8.33
9(0) = ! [0 /0F | = sV (8:33)
tendo sido usado que
. 2me m de
kdk dQ = S — —dQ =
R? R? kd
2mem | h?
— de dQ =
iRV Zme £
_ V2 32 fede A . (8.34)

=7
—
A densidade de estados g (€) de ¢ uma medida do mimero de estados & o com-
preendidos entre as energias ¢ e € + de, por unidade de dngulo sélido e por spin.

Conseqlientemente, nesta representacao, segue-se que

1
fle= m ) (8.35)
U Vi) = [degloerie (8.36)

NIV = [deg 10 (8.37)
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onde
gle)=4n(25+1)g(e) , (8.38)

levando em conta a soma sobre os estados de spin e a degenerescéncia em spin dos

niveis de energla, assim como o fator -7 da integracao sobre Q. A mais,
F(T,V,N)=Np—kT / de g(e)In [1 4 7] (8.39)

Vemos que a funcao de distribuicao f (¢}, dita de Fermi-Dirac, aparece nas ex-
pressoes para caleulo de valores médios. Ela ¢ funcao da temperatura e do potencial
quimico - e através deste 1iltimo do volume e niimero de particulas. Sua forma cara-
teristica € descrita, sob diferentes situagoes, na Figura 8.1

A temperatura de 0K, f (€) estd dada pela funcao degrau 8 (p, — €), onde pq €
o potencial quimico 4 temperatura zero. Isto é manifestacio do principio de Pauli:

no estado fundamental estarfo ocupados individualmente todos os estados de mais
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baixas energias entre € = U e ¢ = 1, , nos quats estao distribuidas as .V particulas.
A temperaturas nao nulas hd estados excitades ocupados. Foi definida wma tem-
peratura carateristica do sistema Tr como a medida em graus Kelvin do potencial
termodindmico a temperatura zero. A energia ¢ = pg € também dominada de energia
de Fermi, ¢r, e corresponde a energia doiltimo nivel ocupado (no estado fundamental
a temperatura zero) que entao é denominado de nivel de Fermi. O lugar geométrico
—

que no espago- k corresponde a encrgia ¢ (0u jig) - no caso do gds ideal umna esfera
- é chamada de superficie de Fermi.

Vejamos agora algumas formulas assintéticas de cdleulo no mite T < T, . Para
isso observemos primeiro que nos cdlculos de valores médios a funcao de distribuigao
f (¢) vai acompanhada, baixo o sinal de integragio em energia, da fun¢ao densidade

de estados g (¢) e de alguma outra funcao da energia, digamos ¥ (¢), na forma

/de gle) fle) (e = /dc f(e) ele) (8.40)

onde escrevemos ¢ (€} = g {€) ¢ (¢), ¢que tem a propriedade de ser zero para ¢ = 0 [cf.
Eq. (8.33)].

Vamos mostrar os seguintes resultados: Seja ¢ (€) na Eq.{8.40) uma fungao con-
tinua e diferencidvel em € = u, ¢ de variagao lenta no intervalo |¢ — p| ~ k7. Entao
se verifica que

72

[Caer© o= [aoi+ T oy @)+ (8.41)

0 1] 66

ou, definindo

ofc) =2 ou @ (e) = fedf:’q’ )



Figura 8.2:

temos a forma alternativa

o a 3 0
—/ de@(e)—iz@()A-—(ka ) +ooee (8.42)
Jo de
Vejamos a demonstracao; para 1sso consideramos a mtegral

1=Amdef(e)%?=f(e)@(e)[;“—/omdc@(e) aggc) , (8.13)

onde usamos integracao por partes e o anulamento da parte integrada nos limites, ja
que f{oc)=0e®(0)=0.
Mas, podemos ver que

6’3(5_‘“)

__f( )= f/m =38 fle)f1=Sfle)] , (8.44)

que ¢ uma funcgio na forma de sino na regiao |¢ — p| ~ k7T (onde Figura 8.2).

Podemos observar que no limite T — 0 {7 — o0) esta fungio se reduz a uma
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funcao delta centrada na energia de Fermi, 1.e.

. 0
(<) =ste—er) [ouslem) ] - (8.45)

€
Neste caso Lermos,
Y A dd
lim | de f(e) — = () (8.46)

-0 f,
Constderemos agora temperaturas maiores que zero; expandindo em série de Tay-

lor @ (¢) ao redor de ¢ = i , teremos

B(c) = (1) + (e — ) g) T (8.17)

- / -
que sustitwda na integral I produz termos da forma

< d
) [ de L - (S OF =2 | (8.48)
/mde (€~ p)” giz(] , sen forimpar , (8.49)
Jo
S _{ o " Pu(e— W
n oo x'e’ - TY" 1, S T2 o RS T} 5
*T) A de Cp = T 2T, (550

onde temos introduzido = 3 (€ — p), n & par, e ¢ (n) ¢ a funcdo zeta de Riemann,

l.e.

Cy=> 1

Em particular

Assim



[=oe] 97 ‘
~ D (p) + Z 2{1 -2y ¢(2r) aa«%) C(2r - 1) (&N, (8.51)

(e em primeira ordem reproduz a Fi.(8.41), e também a Fq.(8.42).
Apliquemos este resultado para obter propricdades a baixas temperaturas mun

gés ideal de fermions de spin 1/2. Nessc caso
Vo 2m\*? o
g(c) =dr x 2 X ?(() = ﬁ (F) \/E ) (8[')2)

A temperatura zero temos; ,

o K vV orom\V2 .. .
N :/{; deg (€) f (€) =/(; deg (e) = s (F) E,ug’z (8.53)

ou seja:

. 2
(372) 7 2 = 1 (3p2py?® (8.54)

h*z
Ho= 55 2m

2m
Como {4 = €7, e sendo kg o rddio da esfera de energia constante ¢ (a superficie

de Fermi) temos cue

hgk.fp ’12 . 273
=kTy = — (37%)°
2m ! 2mn ( g n)

Ho = tr =

com cste resultado podemos escrever em forma compacta

3N
P

g (€) Ve, (8.56)

e a densidade de estados no nivel de Fermi, que tem importante papel na definicao
de diversas propriedades fisicas, é

3N
QF. r

g(e) =

Vejamos agora o caso kT < py; entao

3

N = de g = —
| asr@=3

Nug™? f deV/ef (e) =
4]
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3. _sp | g
~ _-;\'pﬂ“-”/ d.c\/-+—-\ 82 (Af)z Ivey .. -
2 0 6 e .

._-'3 3,_ n 11
:“\,U 3/2 [J« + \,LE 372 (kT 2\/}}_.}.

3/2
By .ow2 kT
={— N4+ —XN I 8.58
(Hﬁ) { " 8 (H) i } ( )

De (8.58) obtemos que

u(T) = pg {1 % (f) +”}~2/3 r~
2 fig {1 1o (%) } , (8.59)

onde usamos que kT < p para reter termos s6 até segunda ordem e aproximar k7 '/ p

por kT /p,.

A energla interna resulta:

U(T,V,N) = /de69<e>.f(c)c=§f\m"’/ /Omdﬁ S (), (8.60)

onde usando (8.41) com ¢ {¢) = e/

obtemos,
) 3 o\ 372 KT
(;r(r[ﬂlﬂ;"\f):-_—_f\{(ﬁ) #!:1+2__(-—> RN
3 Lo 8 3
Né,\r 1+ k—T =[(N,V +5'(TV\") (8.61)
~ 5 N 12 \ng =Ug{N, V) LV, N, .6

que tem duas contribuigoes, U a energia de ponto zero, e correcoes devidas a tem-

- peraturas finitas, i.e. 7.

O calor especifico resulta

aU mt ,T
Co (T = k2 Npy =
v (= 8T) 2 Ho
2

= Tk (er) T =T (8.62)
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Figura 8.3:

que € zero a temperatura zero (principio de Nernst), e cresce linearmente com a
temperatura, com o coeficiente de proporcionalidade ~ dependente da densidade de
estados no nivel de Fermi.

Gralicamente energia e calor especifico sao ilustradas na Figura 8.3.

Quando comega a manifestar-se o comportamento nitidamente quantico que o
teorema de Nernst antecipa a baixas temperaturas?

De acordo aos nossos resultados na secao sobre o lmite cldssico, sendo que no
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caso nao hd potencial, deveremos ter, por inversao do critério entao estabelecido,

comportamento quantico quando

A

FE e
mkgT

13

1

onde T ¢ a distancla média entre fermions. Se escrevemos V = N7 | entao 7 = n~

e a expressac acima pode modificar-se para

Arn'@ 1 (A = H//mkgT)

ou seja, quando o comprimento de onda térmico Ay é muito malor que a distancia

média entre particulas. Podemos transformar esta relacao assim

1 mkgT « n2% = 2m 1

AZ, 12 R gyt

e com definicao kgTy = p, , temos aproximadamente
T & Tr (Obs. 2/ (27%)* ~ 0.2)

Conseqiientemnente a densidade constante, ao diminuir a temperatura o sistema
entra no dominio quéntico. A temperatura zero a funcao munero de ocupacao resulta

a funcao degrau de Heanside

T=0, [()=0(u-

da Figura 8.4 (vide também a Figura 8.1).
As particulas tendem a distribuir-se de forma de minimizar a energia, mas, por
causa do principio de exclusao de Pauli, ndo hd acumulaciio no mais baixo nivel de

energia. A medida que a temperatura tende a zero, a distribuicao energéticamente
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Figura 8.4:

mais favordvel consiste na ocupacgao de sucessivos niveis de energia de particulas
individuais, comegando pelos de mais baixa energia ¢ terminando no nivel j,, quando
completa-se a acomodacao de todas as particulas. Um gas de fermions tem entao wmna
considerdavel energia de ponto-zero, que como temos visto equivale a %N,uu. Para wn
gas com uma concentracao de 102 fermions/cm? se pode calcular que gy ~ 3 eV |, ou
Th ~ 10000 °A | e temos que por particula a energia de ponto zero é da ordem de 3

eV,

O mais importante sistema ao qual aplica-se o conceito de gds ideal de fermions é
ao sistema de elétrons itinerantes num metal. Os elétrons mais externos ;:ios Atomos
metalicos estao fracamente ligados e podem ser idealizados como movimentando-se
livremente entre a rede cristalina. Para a totalidade dos metais a lemperatura de

Fermi é muito alta {(como exemplificado acima) e o comportamento destes elétrons de
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conducao é Sempre quantico.

Porém tenhamos em mente que os elétrons Lem carga e assim interagem através de
um potencial coulombiano forte e de longo alcance ( ~ 1/r ). Assim certamente estao
longe de constituir na matéria condensada wn géds ideal. Voltaremos mais adiante
S(;I)I‘C este topico para mostrar como, numa apropriada representacao aproximada,
podemos aplicar - com devidas modificagoes - os resultados do gas ideal de fermions
de spin 1/2.

Vejamos agora outras propriedades do géds ideal de [ermions a baixas temperaturas.

Comecemos pela equacao de estado; da Eq.(8.29) temos que

pV = kT/ de g () In[1 + e~ =
0

INET [ .
= i3 / dE\/Eln [1 + 6—'5(('_'”}] . (863)
219" Jo
Integrando por partes,
INET 2 . o
e S
Ho 0
iﬁ%ﬁ/ de ¢3/? [1+ e-‘j("_"’]‘l =
21 3 Jo
N 2 . . .
= —/ deegle) fle)=-U{(T'V,N) . (8.64)
3 Jo 3

Este resultado é completamente geral {mesma expressao se tem no caso cldssico);

no limite de baixas temperaturas, usando a Fq.(8.61) obtemos que

2 72 kT\?
pV ~ SN SN [ =) =
v z Ho + 6 o ( e )

2 aw? T\
— =N — 8.60
= iy {1+ o (TF) } , (8.65)




113

onde vemos que existe uma pressao associada a energia de ponto zero (resultante do

principio de exclusao de Pauli), e o outro termo dependente da temperatura (cresce

quadraticamente com ela neste limite).

A compressibilidade resulta

mas
8%( Vi=V ;95 +p= ;.2; %ﬂ - %N (k'?)2ég$?
- r;_)fvm,m;fl” - §N (kT :ﬂag;f 0
com In g = —55 InV" +---
aglvﬂo = _3?11’ , € entao
V""gg, +pV = —%Np-ﬂ + %2 (k’F)Q”iO ’
V‘zg% = —%Nuu - gz\f (.?s:'rl_")"!;0 =

2 x (T \?
= INp e (2
3 “"{ +12(Tp)

Da Eq.(8.70) obtemos dp/0V , que sustituido na Eq.(8.66) proporciona

—1
2 72 [T\

Ked —npg |14+ — [ —
{3nﬂ0{+12(’1}) } ’

2 /TN
=2 oz (2]
2npy 12 \TF

(0113

(8.66)

(8.67)

(8.68)

(8.69)

(8.71)

(8.72)

com, evidentemente, um termo de ponto zero e ontro dependente da temperatura.
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Para a energia livre de Hemholtz obtemos

-2
T

. o2 i T\ 2
P=pN-pV o g N — o Npy— —Np, (—) ~y
b 6 :
-2 AN : 2 ey 2
T i T 2 4 I
e N 1= = (I 2 2 = v (1) 2
Ho [ 12 (T‘F) 50T g e (Tp)

3 1 T\ 3., 372 /T \?
=Ny, — Ny, [— ) =N A
3 Ho 3 Vitg (T}‘) 3 Ho [1 12 (TF)

contendo o termo de energia de ponto zero, € o termo dependente da temperatura

emvolvendo {7 (7T7) e - TS. Calculemos entao a entropia

-
i

3 2 2 :
S(T.V,N) = _OF —N#U% - Nk ( ! ) , (8.74)
2

8T 2 2\ Ty
satisfazendo a temperatura zero o principio de Nernst. A partir da Eq.(8.74) para a

entropia recuperamos a expressao para o calor especifico da Fq. (8.62), i.c.

as ? T
Cy =T— =N—k
‘ 6‘T)v 2 (TF

) =T (8.75)

- O limite cldssico ( Allas temperaturas e baixas densidades, i.e. Apnt/? < 1).
Da expressao para o mimero de particulas temos que

!

N 1 f* _
V=§[dw@www+q‘=

)

i [ ‘ .
—_ ?—;’3& d_‘p pz liZ—ledp
0

2/%m

+ 1}_1 , (8.76)

onde temos passado para integragao na varidvel momento p e definimos Z = exp {Su}.

- Introduzindo a varidvel r* = 3p?/2m resulta que
n=A>u(Z) , {(8.77)

onde
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=Z -2z 3Rz _ e (8.78)
e a Fq.(7.61) ¢ uma forma alternativa da Eq.(8.58). Entao. de (R.77) obtemos
Afn=Z-27%22 4 ... e por ileracao
Z= A\ +272 (_'\"'}—NJ 4 (8.79)
Mas 3 = In Z e entao, para Ajn < 1 { o imite cldssico )
[(e)=[e?m) 4 1}_1 =[Z7le* +1]" o
~ [(Agnn.)_l e’ + 1} T Al e (8.80)
que € a distribuicao de velocidades de Maxwell. A mais
p=kTInZ ~ kTIn (Adn) =

e 372 :
(”zz[) /'n] - —ngln (é) , (8.81)

¢ o potencial quimico no limite cldssico, negativo e crescentemente NEgalivo com

= —-kTh

Lemperaturas creseentes.

Por outro lado a equacao de estado resulta:

pV = kT/ de g (e)In [1+ Ze ] = %U (T,V,p) =
0

2 oo -1 3¢ -1
=3 i de g(e)e[1+ 277 =
g r-l'j = —~1 5112.!'27":[ —
Lf3 dpp22m [1+Z © B
~ kT (V/A‘{;) [Z-2%22%4..] (8.82)

011

pV = [NkT/ (ALn)] [2 —27%7°27 + ]

12
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~ NAT [1 + 272 (.‘\-:;ﬁn) + . } . (8.83)

te. a equacio do gas ideal cldssico mais correcoes em poténcias crescentes de An

(< 1.
Elétrons em Solidos.( win breve comentdrio)

Ao vedor de 1928 Sommerfeld mostrou que as propriedades termodindmicas e de
transporte dos metais podiam ser entendidas invocando a estatistica de I'ermi-Dirac.
Mais tarde, corngadas por Wilson de forma a inecluir o efeito da rede cristalina de fons
passou a constituir as bases da moderna teoria da matéria condensada. Funcionando
bem, um certo paradoxo surge aqui. Porque o modelo do gas ideal funciena tao bem
quando aplicado aos clétrons, se sabemos que estes interagem entre cles através de
{forcas Coulombianas (forte e de longo alcance, e conseqiientemente nao é um gas
ideal?.

A resposta fo1 dada por Fermi, Landau, Debyve ¢ outros com hase em que por causa
da prépria interagao, os elétrons maévels produzem clcitos de polarizacao que blindam
a interacao Coulombiana de longo alcance. [stes elétrons acompanhados da “nu-
vem” de polarizacio formam um sistema das chamadas quasi-particulas fracamente
i_nLemgentes.

Como sabemos, no tratamento do solido a aproximacao de Born-Oppenhemer per-
mite - numn tratamento cartesiano reducionista - separar ¢ cstudo da dinamica das
partes cletronicas e 6nicas. Como descrito no gréfico (vide Figura:8.5), os fons - uma
vez, descritos mum sistema de coordenadas normais - podem ser tratados na aprox-

imacio harménica (sua termodindmica estatistica serd esbocada na secao seguinte
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sobre bosons). Os estados eletronicos, como jd mencionado, tratados na aproxiniacao
de quasi-particudas de Landan. Vamos descrever sumariamente como realizar esta
APTOXIINACAO,

Por causa da interacao Coulombiana nao podemos eserever a funcao de onda

cletronica como wm tnico determinante de funcoes de uma particula, com cstas

fangoes sendo as solucoes na teoria de bandas, Le. solucoes da equacao de Schroedinger

5 VRV () e (e = SV (s)

. —
nhkaoT ko

onde V; ¢ a cnergia de interacao entre o elétron e os ions. (i Frr, comno sabido, sao os
indices de handa, n, de psendo-momentum & formando valores sobre a primeira zona
de Brillouin, e o indice de spin ). Devemos introduzir a interacao Coulombiana, e
como esta acopla a dinamica de todas as particulas, a funcao de onda deve ser wna
série infinita de [uncoes determinantais construidas com as Y. Porém, por causa dos
argumentos avangados previamente, podemos esperar uma refornmlagao do problema
em termos de uma nova representacio que sustitiia os clétrons por novas entidades
fracamente interagentes: as quasi-particulas de Landau.

Vamos fazer numa muito sucinta descricao da introducao desta, chamada na liter-
atura, aproximacao de elétrons individuais [Ao leitor interessaclo sugerimos os textos:
F. Seitz, Moderm Theory of Sohds (Mc Graw-Hill, New York, 1940}; L.Hedin and S.
Linquist, Solid State Physics Series, vol. 23 (Academic New York, 1969); M. Cohen,
em Proc. Inst. School of Physics, Enrico Fermi, Course 37, W. Marshall, editor
{Academic, New York, 1967)].

A forma de aproximacao mais simples de todas ¢ a chamada Aproximacao de
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Figura 8.5: Esquema geral do estudo de sistemas em estado solido
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Hartree-Fock. Nela usa-se o Ansatz de impor uma tinica funcao de onda determinantal
com funcoes de wma quasi-particula >, - na forma

i = __ - Ry
‘Drn1?1a1.---,n;y?xo:\'( Fasteer T '\"5'\') = det “YﬂTrJ’( ! ")‘ : (884}

As funcoes & sao seguidamente determinadas por um método variacional (Schroedinger-

Ritz) consistente emn escolher aquelas (ue minimizam a energia

E{p} = (det ||@, 7, || 1H]det|

Putall) (8.85)

para obter que elas satislazem uma equagao tipo Schroedinger nao linear, 1.e.

hz
2me

V+ VL)Y +VE (T + AT o, (T8) =€ 7 v0,5, (T .5}, (8.86)

nka

onde

(8.88)

Aqui V¥

¢ o potencial de Hartree que, como sc vé, pode ser interprctado como o
- 3 ~ L] - - =5
potencial de interacao tipo Coulombiano entre a quasi-particula no estado 'n k (.T>
e a densidade de carga media de todas as outras quasi-particulas. 4 é o chamado
potencial de troca (observe sua expressao) que ¢ dependente do spin sendo o respon-
savel pelas propriedades magnéticas do sistema (paramagnetismo, ferromagnetismo

. . . . - R i
de Heisenberg, antiferromagnetismo de Weil, etc). Por estas razoes, a aparigio de V7

¢ A se designa como aproxamacao de campo médio.
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Deve observar-se a presenga dos mimeros de ocupacao np_ indicando os estados

presentes na funcao de onda determinantal. Assim as autoenergias do problema
sao funcionals destas quantidades, ¢ + {-n”.,ﬁ—‘,-_o;}, ie. a energia dos nivels de
particulas individuals dependem da ocupacao destes niveis, por isso € ue também
o método envolve nm cdleulo auto-consistente.  Observar que as Egs.  (8.86) sao
nao-lineares e acoplam todos os estados em mimero de N.

Como dito esta ¢ a mais elementar das aproximacoes de campo médio; nela, vide
Eq.(8.87), a interacao nao é hlindada (vide Apéndice seguinte) e requer entao ap-
rimoramento para incluir esse cfetto ¢ os cfeitos de correlagao entre elétrons que a
aproximacao de campo médio ignora. A solucao mais apropriada do problema esta
na arte da teoria de Estados Eletrénicos na matéria condensada.

Apéndice: O Potencial Coulombiano Blindado no Gés de Elétrons

Consideremos wmn gés de clétrons movels na presenca de wm fundo positivo, rigido,
este iltimo para asscgurar a neutralidade de carga ¢ estabilizar o sistema. Uma carga
* - ’ L ” . . . - -
e*§ (7)), é colocada na origem, que, na anséncia dos clétrons, prodiv na posicao 7
um potencial Coulombiano e*/r . Porém os elétrons estao presentes € a presenca de
. - - - A . —
e* deve induzir uma densidade de carga inhomogénea neles, digamos, —e n.{7) em
relacac a carga uniforme original —e ng.

. —_ . — . -
Assim, em cada ponto 7~ devemos ter um potencial (7 ) satisfazendo a equacao

de Poisson

V2o(77) = dme n{77) — dme” 8(77) (8.89)

onde 60 (77) = n{77) — ny.
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Vamos admitir que, na posicao 1, cada elétron tem a energia

- h212 .
t.(k. ;-)z ) (8.90)

2

composta da contribui¢ao de cnergia cinética ¢ a contribuicao de cnergia potencial

3 .

—epo (7)), e uma distribuicao de Fermi-Dirac local

= (77) = [l + exp {,f (};T — C.,:(_}‘_}) - ,u,) }]- . (8.91)

Fntao

. . 1 . .
n(Tr=5 2 7 (7 e ?Zf?(f")szﬂ ; (8.92)
I

v
00 5 -~ | ‘
=ep{7) %l} dz g (<) [E){— = o (7)) [meAd (8.93)

onde temos usado que 3f /= ¢ negativa, e termos definido

1 21 s
— = mef= d=g{=)\—=—1| ., 891
Af) ¢ I; /“ U( ) ()5 ( )

com Ag tendo dimensoes de cm.

A transformada de Fourier da equacao de Poisson é

—*p (q) = ~dne” +dme bn (¢} =

= —d7e + “:(\f ) (8.95)
<10
ou seja ol g
. ,‘ " r'f ‘ . 1
R O 5 (3.96)
... R I'&‘- I'I-' -'I &‘] N

L
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¢ também
—¢ & (@) = —e"/V (1 +A%¢%) - (8.97)

Esta iltima expressao nos diz que, como esperado, a carga induzida tem sinal oposta

a carga colocada.

As antitransformadas Tourier do potencial e da carga induzida sao

—riXn
—_ L€
A= —, (8.98)
o (7) = —o 8.99
"—(-.,H-(I ]:—( m ( ...)

Vemos assim que o potencial tem a forma de um potencial de curto alcance, da
ordem de Ay , em lugar do potencial Coulombiano de longo alcance. A mais, a carga

de polarizacao estd concentrada ao redor da carga presente ¢ o seu valor total ¢
/dsr [—e én (7)) = —eVén (¢ =0)=—e" , (8.100)

Le. igual a contraria a ¢”. A interpretacao o cleito ¢ mais ou menos imediata: mna
carga positiva (€™ > () atral cl¢trons nas suas immediacoes, enguanto (ue uma negativa
(e* < 0) os repel. Como resultado total, uma carga de prova a distdncia r “vé” wma
carga efetiva na origem formada pela carga presente alterada pela carga de polar-
izacao. Como a maitor parte da carga de polarizacao, como vimos estd concentrada
‘numa regiao das dimensoes de A¢ em torno de e*, fora dessa regiao o potencial €

praticamente nulo (istg & _ihustrado na Iigura 8.6).

.

Calenlaunos agora Ag , primeiro. ne caso de 7' = 0 K . Temos,

! O IR Y L U N
— =dne"— | dz§G(z)|=|=dme’= dzg()6(zs—=p) =
l—l’ﬁ(’ v/, 9'( ).“_05 | € A q(=)6( F)



123

= 7€’ (zp) N = 3’ njzp = 3wetn jk Ty (8.101)
o que nos diz que A§ ~ n~ 13
No [imite clissico,
1 1 [ d7ne?
— =dnct = f=g(z).1f{z) = \ 8.102
=ty [ e = 5 (3.102)

e A2~ ET/nt?

Vejamos alguns valores: seja
23 -3 e -9
ne~ 10 em™ ,comep ~1 eV — Apr ~ 321077 om

(F'T sao iniciais de Fermi - Thomas a quem se deve o tratamento quantico). Este
serla o caso de wm metal.

Num semiconductor dopado, digamos «que temos n = 10'% em™ | T = 3004,
— Apy ~ 107% em (DI sao iniciais de Debye-ILiickel a quem se deve o tralamento
clissico)

Vejamos agora a conexao com as equacoes de Masawell. De
e e - —F .
div D (7)) = —dme b () , (8.103)

div E (7)) = —dwe™8 (7)) + 4mwe én (7)) (8.104)

’

D(7) = /.d‘”‘r’ ’ (?’ . ??) E (?) , (8.105)

onde ¢ ¢ a constante dielétrica local, tomando a transformada Fourier obtemos

]

T DT =e(T) [T E (T =7,
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- |

Hr

Figura 8.6:
ey T2 —s
—iq - E ([:) = —dwe” 4+ dmebn(7g') . (8.106)
Dividindo ambas expressoes obtemos

1 eén(q) 1

-—=1-— =1 —— 107
{7 e 1+ A2 (8 )
o1l
1 1+ A2 -1 1
Al . qu‘ = TE (8.108)
e(q) 1 + Aq? 1+I§F
| &1
() =1+ (8.100)
Ad¢? '

Como a interacao Coulombiana e* /r tem a transformada

' Feoutomy (T = 47€ /") (8.110)



o potencial Conlombiano efetivo, num médio de constante dielétrica ¢ (¢ ) ¢

‘r:r‘mtimnh ( —(j* )

'?jrff{ q ] = (__(—(F'} =
_ 4”:' Lt N jml , (8.111)
i 1+ﬁ: q +"ﬁ

(ue comncide com o o obtide na analise anterior.
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8.1.2 Sistema de Bosons
Neste caso temos as féormulas basicas,

1
PEI

v(e) =
U(T.V.op) = fodc gy vie)
(
NV = [ Cdog v
Jo
T V.op) = kT /m de g (ln {1 — 707
Jo
FAIV.NY=Npu+ kT ] " de gle)In [l — ¢ ]
0

Como vimos pV = — 7, e assim

pV = —kT / de g (¢€)In [1 - 6_5(5"‘)] =
)

LV an\*% 2 .. e
= —-k1 gPe (25 + 1) (_};z_) 5(._-”2 ln [1 — e .J(,—u)}

0

T (25 + 1) 2\ "2 g [ e o [ 1]
— (25 —_ — . G 2 - =
4w h? 3 Jo ( (

2 [ 2
_5/0 dcg(e)cu(f):E;U ,

(8.112)

(8113}

(8.1L4)

(8.115)

(8.116)

(8.117)

on seja pV = (2/3) 7, mesmo resultado que para fermions e no caso cldssico, em

cada um, claro, colocando a correspondente expressao para 7.

No caso de bosons nao temos expressoes assintGticas para baixas temperaturas

simples como fot no caso dos fermions. Consideremos, em continuacgao, antes de

passar para casos particulares, o limite cldssico, o gue faremos siimltancamente para

bhosons ¢ fermions.
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Gases Ideais de Fermions ¢ de Bosons: ( Limite Semicldssico).

No caso do gds ideal de fermions e de bosons, temos que o mimero total de partfculas

é dado port

i Vm3izo peo 1
N = (_28 -+ )—— e:f‘t41(*\/—_1 (8-118)
0 (et £ 1
[sta expressao implicitamente determina o potencial (uimico g do géds em termos da
Lemiperatura T e da densidade n.
As vezes ¢ interessante definir o mimero de partienlas com energias no intervalo

{e.c+do) que ¢

. Vit NG .
] = Al (
dN (e) = (25 + 1) G EOTE R lif(. (8.119)

Introduzindo a varidvel ir = 3¢ podemos alternativamente escrover

mkT)*? T
= (25 4+ 1)) (inkT)™ g VE _ (8.120)
Vs Jy et

O potencial grande-candnico, ou, por outras, a equacao de estado é

Vm“zki NG
~-J(T.V, TP — 121
J(I V) =pV ==2(2s \/_ Y L déed(é—il) et (8.121)

gue mtegrando por partes produz

) V32 gasl 63_."2
pV = - (25 + 1) —=——— de———— 8.122
P 3 (2s+1) V2t / CeTAT £ 1 ( )

Observando que €2 = €\/e e ¢ (¢) = (25 + 1) V’”z;; €, € que

o r — e 1 x
(T, V) = ,/0 dN () Ve = / de ¢ g (e P (8.123}
temos nos dols casos, como JA vimos, que
2 T . i
pV = §L’ . (8.124)

L O sinal superior se refere a fermions e o inferior a hosons: o mesmo em todas as expressoes desta

SECAD.
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Novamcente, com r = 3¢ obtemos

il

. 9 ) ‘.,r”;;‘-z s [=+] .1“3_"2
T =-—p :—5( b+1)m(ﬁ.‘1) /0 (ilr%_c:f—dﬂil

=T 7 (), (8.125)

que nos diz que 7 é uma funcao homogenea de ordem 3/2 em pe 7. Assim

. aT Vo T

B ) A

=5 (8.126)

sao funcoes homogeneas de ordem 3/2, ¢ 5/N ¢ homogéenea de ordem zero, 1.e. |, como

S~ T g (3p) e N~ T%2¢gy(3p), entiwo

S (8.127)

Isto nos diz que em processos adiabiticos (isoentrépico S =constante} a quantidade
Bu = Constante . (8.128)

Entao

no N1
IRV T

= g (3p) = const. (8.129)

e assim, para NV {ixo, em processo adiabdtico
31 ; .
V732 = constante | (8.130)
¢ usando a expressao para pl’

pV>? = constante . (8.131)

Fstas expressoes sao 1cdénticas A relacao cldssica de Poisson pV™ =constante, com
v = (,/Cyv = 5/3 no gas ideal classico. No caso quantico o valor 5/3 nao tem relacao

com os calores especificos.
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Clonsideremos agora aproximarmos ao mite cléssico, lembrando que implica
oo — el > 1 \ (8.132)

COII

. mkT\*? 1 . TNE R
jt — —kTIn [( % ) ;:} = —kTIln (?):> , {8.133)

e onde k0, = 27h%n?3 fin. Neste limite
. 302 oo N
d.x:—j—— ~ dy p2e—r—dlu (1 > E’I“ﬂ”') =
Jo eTET '
3

: _ 1. o
bl 1\/5(2‘_3‘“' (1 F ZTE(’ J{,ul) B (8151)

e com este resultado obtemaos

: Vin®? (kT)** _ 1.
J =-pV =~ (25 +1) —L("#}—l——e'*"#i (1 F 2—,56'51“‘) : (8.135)
2}l >

Na primeira contribuicao desta expressao, usando o limite cldssico de p produz pre-
cisamenle o resultado cldssico; o scguinte lermo ¢ entao wna correcao de origem
quantica. Podemos alternativamente eserever:

P TU RIS D
Vi (k) 2l

J = ;Z'.!dssz'('u + (2" + ]-) = = ’ (81;())
e obter os resultados

73/2 N2R?
FAT, I’i N) = Fc assica > a5 3 8.137
(7 ) ‘ + 2(2s + 1) VT 2372 ( )

732 N3
V=NkT |1+ — = =
P { 2(2s+ 1) v (m..kT)’?N]
. 018 " _

= NEk° + A &.138

} 3009 ., .
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Alais uma vez fica claro que o limite cldssico ¢ esperado quando Apn'™ < 1.
Vejamos em continuacao casos particnlares de estatistica de B()se- Einstemn, quais
sio vibragoes 16nicas ¢ radiacao de corpo negro.

Yibragoes da Rede Cristalina: ( Distribuigao de Planck)

Os dtomos num soldo vibram ao redor das snas posicoes de equilibrio com pequenas

amplitudes. Fssas vibracoes se propagam na forma de ondas

g =exp (i (¢ T —wh}

onde «,, = 5,4 ¢ a relagao de dispersao freqiiéneia- vetor de onda, (modelo de Debye)
e u ¢ a polarizacao (wmna longitudinal, dois transversais).
Vamos calcular propriedades termodinidmicas deste modelo.

A huncao de particio do modo g é

oo 1 —1
n IS ﬁu.' :
z it — 19 . -
Z,. = E ¢ = | 2sinh | 53w, ;
i “

enquanto a encrgia hyre €

['=—-kT'InZ = ——lenHqu = "“""Zln Zop

qH

Consideremos os niveis de energia como (uase continuos e assim

% % :

i

De w,, = 5.4 , obtemos ¢ =w?/s%, dg=dw/s , e entao

2

“dQY f .
(fw (fQ——j = Z / E /‘g-u' u {w)
J“‘ it ' )

I Wt

e
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Os lImites de mtegracao sao zero e wp, a freqiiénela tal que

r w5

' S s
Z / e g, (<) =3V (implica ﬁ—f: SEARE
H

il N
onde N ¢ o munero de atomos, *-

A energia livre resulta

1
F=k1Y / dw g, (&) In 2sinh <3_.fm-) ,
[ -

cnquanto energia interna € por sua vez dada por

i J
= —5—-3111/‘— a]{Zlnsmh< mww) =

1
= Z —hw,, cosh (23@,@) =

U

1 1
= Z [gqup + ﬁu..fq#u L“"Q’,Ll ] Z ﬁwq# (/ n.bq#) -+ E) T
T

com v (w) = [e?™ — 1]_|

A capacidade calorilica a volume constante &

. 7 1 o i e
Cy = ar T w3 T Z/ d gp (W) ———3 [ — 1]2 (ﬁ) ’

e usando que ¢ (w) o w? segue-se que

eﬁﬁu

1

WD
CzO(] dw * (Fhw)’ —————
! ) (3hw) e 1]2.

¢ definindo x = 3w ¢ fp = kop/k ,com dw = dz/Bh , w? = 22 /31, temos

C..‘_- X (a‘;) /0 dr x ((-.‘:I — 1)2 = (-0";) f ( T

Vejamos casos limites:

—e ; - . oy
Y Se tomamoes todas as veloctdades s, ignais. o &Y, = in s’y
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Dulong e Petit

1.0

Figura 8.7:
a) T >0, , op&l

P.r

sl Iy
[] dr & m _[) dx [_!‘((ED)+('TT—.I;D)f’ (-ED)'F-..] ~
rp . ]
o [T 1) p0 () =0 e P
Jo
¢ Cy =Const. {que ¢ 3NE) ¥

b) A baixas temperaturas, T O, |1y > 1

] 3 L
Cy x| — f(x.)’“’” 3
0
resultados ilustrados na Figura 8.7

Modclo de Einstein.

Nao hd dispersao de [requéncias, ie. w,, = w, independente de ¢. Entao gy (w) =

INS ([ —wy) e

Cv = 3NE / du b (w — wo) { 3ha)? __(___ _

VT d (= rp) [y = ) [ S = = ) T



O 2 e T
= 3Nk (T) (—'-*—_-*-*—2 , CoIl fi-.a‘() = M)f

ee T 4+ 1)
Ay Altas temperaturas, Op /T € 1, e temos (ue
L 0N
(_",_ = 34\ }\- (,_L') ﬁ'—-—'r—j = SL\Y}E‘ ;
I'J (0e/T)
b} Baixas temperaturas, O /T 3> 1, resultando em que

2
Oy @ (GE> gl
T

que ¢ uma manifestacao da exdsténcia de wm “eap™ no cspectro de excltacoes.
it

Influéncia da Energia de Ponto Zero a Baixas Temperaturas.

Dada a dependéncia do calor especifico de um sélido a volume constante com a tem-
peratura, nos casos classicos e quanticos, mostra-se que a drea compreendida entre
ambas curvas corresponde & energia de ponto zero (vide Figura 8.8). De fato:

A energia interna ¢

£ 1 Wi
[7 = / s D (w) [h:d?/ (J..—} + ';hw] = / dw D (W) U (""] ;
L0 - S0
oncle u (w) = Yhe + hww (w), e v(w) = 1/ [;_-”’*‘ - l]. No limite classico [7 — 3NET

w) =3

(5101
]
Ustgonen — KT / b D)
J0

Jjd que v(w) — kT /.

Caleulemos agora )~ (Coo — Ci)dT, onde (' = a—f(%&ﬁ =k [ Pdw D(w) , e

oL w N Bulw)
Cv=% = ["PdeD(w) 222 .

Assim

o0 ) vl ¢) |
/ (Cg = Oy )T = / dT / dw— [FT — u ()1 D (w) =
Jo Jao 40 ar
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Cv |
NK

Figura 8.8:
ral iy 1—» 'y
j dw [k’[ —y (u.,’, T) l,_:goD (w) = / dw u (;d: {]) D (w) =
0 Jo
L 1
= be D) —hw
JACEISE

gue ¢ a energia e ponto zero dos N osciladdores harmonicos.

e Caso da radiacao de Corpo Negro: sem entrar cm detalhes resumimos os resul-

taclos:

, Vo wide
AN (W) = =5
wied e — ]

s ] ’ )
¢ o mimero defotons no intervalo (w, w + dw), €

Vi wtde

?(2(,_3 (Jﬁa. — l

ds{w) =

¢ a fracho de energia dz = hwd N nesse intervalo. Vejamos casos linites:



()

hwy wh
hwy 2882 P

Figura 8.9:
a) lw < KT 5 She <1

Vi kT 9

fefu) e ——— ~ T
A=) T2t ha
que € a lei de Jeans-Ravleigh.
b) he > kT
3
dz (&) Vﬁuf s~ e

que é a ler de Wien.

A distribuicao espectal ¢ lustrada na Figura 3.9

13!
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Comparacao de Resultados Termodindmicos dos Gases Ideais

|
| i {1as classico | [eraii - DHrae : 8.2 - Finstein [
L ! ]
Foguasio p‘ T = _\rI{T | pI = %(— . pl = i;{r
| -
' A : - AN i 2 T : . ry oege
i = = . L B sl 4 — . L
1O () pV = Nk
i !
i gy Cy e
il PV e NET L4 0080AE | HOIBNAT AL
; § ‘ o3 2\ !'
- . T rygT | : . . R~ :
Unerwin [nterna { | \”2‘ ! ! :}_\ Ha J 17 (ﬁ) ]
. . g i = I
nteoa L D) ,'!? i
. N Y |
Foergia Livee [ =N gL - = =
merata Ivr Ho 1 12 (f;) [
3 As " x T AT 3 A3
Calir Dspecitionf ‘ Cl,-' ,—j\f k "r_r = —-= _-\’k = 4 U.UQH.-\,
| 2 g 2 TE [2 F}
Caior Especiticol ) (-,Yp gNk
K 3 = (1Y
Chmprassihilidads 1/}) m 1+ ST (TF‘)
Comficiento e cxpansas () 1/T

Condensaciao de Bose-Einstein

A baixas temperaturas wun gds de Bose apresemta caracteristicas bem diferentes de

um gés de Fermi. O mais baixo estado de encrgia pode ser ocupado pelas moléculas

do gds a T = Q, enquanto que o gds de Fermi apresenta uma grande energia de ponto

Zero.

{(negativo) diminue em modulo ¢ atinge o valor nulo (uando

N

‘/.

r

(rm” ”/ \/_rrir
Tih 0

Se a temperatura diminue mantendo a densidade constante o potencial quimico g
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uwsando o fato de que a integral vale T (3/2) ¢ (3/2) ', a temperatura a qual g =0 é

3.31 K2 203

g3 n

T, =

Para T < Ty nao existe solucao para potencial negaiivo. A estas baixas temperaturas

o nivel £ = 0 que nao contribue as integrais por causa de anular-se a densidade de
estawlos, contega a popular-se. Assim que T — 7y desdobramoes as particulas enire

aquelas e mimero N que se distribiem de acordo a

N =
) mahs

wni 21 / \/ Tz

B qlf (HIT).'{;Q ,[, oo dlr \/} \r r[“ 3.2
N g € 1

22k e — To
() nimero restante Ny de particulas ocupa o estado de momento nulo = = 0, sendo
T\ 32

Nog=N-N"=Nl-|— .
o ’ To

Fstes ntmeros, como funcao de T, estao ilustrados na Figura 8.10
A cnergia resulla

V(DY oo g2 p2 0 1r
U= g-——f/r—.g:—}h—;_ / da:~——-——-€: [ - 0.13g (m>?1572 /) b
it 0

O calor especifico é

e a entropia

! Nota: [(;L ‘": [TI =I{aj¢{n}
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No/N
N /N

. 1
l T/To
Figwwra 8.10:
A cnergia livre ¢
5 2
F=U_—7s=71_-°"U'=_%@
’ 3 37

e (=0 jdquep=0.
Finalmente a pressao resulia

or 200 ot g
P= "y = ggy = 0Wem I = 5y

Para T < 1y a pressao ¢ proporcional a T°? e independente do vohume. Isto ¢
= { nao possitcm momento ¢ assim nao

conseqiiéncia de que as particulas com

contribuemn para a pressao.

Voltemos para a expressao da equacao de estado do gas ideal

/ (=D (=) l —ae T
0

)] = —

o r — ¥
B ==Y -
ET - - :
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onde @ = ¢ ¢ chamada a fugazidade do gdas. Como D () ~ /Z, temos na integral
peso nulo para os termos com £ = 0. Porém desde que neste caso a ocupagao de cada
estado nao ¢ limitada, e a muitas balxas  temperaturas este estado Lenderd a estar
fortemente ocupado, nossa transformacao de soma em integral deve ser corrigida.

Destacamos este estado = = 0§ do resto o reescrevemos

pl'r e —3z 1
v ./u ds D(s) [1 —ac™? } — I!rln(l —a)

asslin como também

N b s ~1
n:V:_/n ds'D(a)[a Le? —1] + =

Como D (0) = 0, nao precisamaos restricoes sobre a integral. Evidentemente sc a < 1
corno seria no limite cldssico, os termos finais nestas equagoes seriam desprezivels
comparados com o termo principal. No outro limite quando a & grande Lemos

i

Np =

¢ M= i\'r{)/i‘\'rn + 1
l—a

[?’oramn

3 1 1
"1? l]’"l(l - ”-) = —if—,,ll"l (4’\1’{] + l) ~ —‘\—,ln N

serd praticamente desprezivel. A oulra expressac podemos reescrever como

N — N

) o ] ,H L o /2 oo ' x]}"z
% = r/n\ ds D(:) v (3:,) = F (QFTEkT) /0 d.r—a_]ew -1 ’

ou em forma compacta
AT AT
N-Ny y
% ETCRARIE (a)
) A

1

onde G, {a) = = [ dx

i Jo e s e onde a [ormmla acima envolvendo (Fq4 [ol obtida

ap6s integraciio por partes, ¢ usando r = 3z
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A energia interna resulta

) 19 a {pt . a1
U= ——In/=FT"—{ = | =kTV({ =
93 ar (m') sl 5rn
== (.., ,
u W (a) |
ou
2
2.
PU=3

Para valores pequenos de @ se tem

(v, () i

[

|
-
—_—
-
—

n +-)1|+¥+

—

Quando &y <€ N, das equacoes para o mimero de particudas ¢ a cquacao de estado

podemos obter ¢ em series de poténeias de nAZ, para obler a expressao virial:

o
pV = NET Z ap (n;\%)l_l ;
Lo

com i, = 1.

0 calor espedilico resulta

=Nk Z —l-_—:(xg (n‘-\f}-)ht ,

e no limite cldssico recuperamos os resiltados conhecidos.
A temperaturas baixas a pode ser obtido da equacao

N-N 1
—'L—,—u = ’\a (r;;g ((I)

A [unciao Gy tem a carateristica de ser monétona crescente com a ¢ (g (1)

C(3/2) = 2,612 . Entao para 0 <a <1, () {a) <g(3/2),«
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[‘nguanto o mimero de particulas & menor que este mimero N /17 < n” praticamente
todas as particulas ostao nos estados exciiados.

Se agora o mimero de particulas excede este mimero os estados excitados receverao

o mimero de particulas #7 |, e as restantes estarao no estado fundamental em mimero

_'\" = _\ - Et\ (‘3{‘;‘_)‘)

Esta acumudacao de particulas no estado hundamental é designada por condensacao de
Bose - Finstem. Fla ¢ de origem puramente quantico, e, ocorre ainda na auséneia de
forcas intermoleculares, ¢ se manilesta no espaco de momentos e nao de coordenacdlas.

A condigao de apari¢ao da condensagao de Bose-Einstein ¢

N . (‘J’Trmk)g‘f
N 3002 “(2 19
ouna N eV constantes a lemperatura para
, 2/3
h? 7 :

<1 =

2k (¢ (3/2)
AT < Te Llemos coexasienaia no médio de dots “fhados”
- Uma fase normal de N™ = N (T/ '1'},-):“’;2 particulas nos estados excitados.
- Uma fase condensada Ny = N — N7 de particulas condensadas no estado fun-

damental.

Fistes mimeros eatao hustrados na FFigura:8.10

Para 0 < A3n < 1/2.612,1e. 0 < T < Ty, se tem a = 1, para Ajn > 1/2.612

a < 1 e é determinado por

(_,73’_2(‘”) = ;’\i}-!.’ < 2.612.
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Figura 8.11:

A4 . ..
Quando A%n > 1, se tem Gy (0) € 1, e ¢ < 1, e neslas cireunstancias (s (a) ~

a. A regiao classica corresponde a @ ~ Adn. A dependéncia de a com Adn ¢ mosirada

na Figura 8.1 1L

Vejamnos as isotermas deste gas de bosons. A T fixo a densidade para condensacao

ne = ¢ (3/2) /A% (ne = NV =1/v.)

Para n > re, ou << i, da expressao para a pressao Lemos

po=¢(3/2) 5 (o T

A linha de transicawo de lases é

514
Pt =

5 - Constante

FATRIT i_L" :

1

W2 (5372
{
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e a equivalente formula de Clausius-Clapeyron €

dpo _S,.p__ 6(3/2) _
dT 27 ¢(3/D T v — v



