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TOPICOS EM TERMODINAMICA E
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PROCESSOS DISSIPATIVOS

Segunda Parte: Teoria da Fungiio Resposta

Roberto Luzzi

Departamento de Fisica do Estado Sélido e Ciéncia dos Materiais
Instituto de Fisica — UNICAMP
Campinas, S#o Paulo, Brasil

“En la leccién anterior insinuaba yo que toda ciencia de
realidad, sea ésta material o espiritual tiene que ser una
construccién 'y no un mero espejo de los fiechos. Porqué la
Sisica en tiempos de Galileo se resofid a ser esto, quedd
constituida en ciencia ejemplar y norma de conocimiento
durante toda la Edad Moderna’.

Jose Ortega y Gasset: ‘En Torno a Galileo

Revista de Occidente, Madvid, 1956}




Prélogo

Prélogo

Has the Untverse any unity or purpose?

Is it evofving towards some goal?

Are there really laws of nature, or do we befieve in them onfy because our inate love of order?
Bertrand Russel History of Western ®hylosophy

(Stmon and Schuster, New York,, 1966)

Esta monografia constitue a segunda parte da série, a ser publicada em NOTAS DE FisicA
do Instituto de Fisica “Gleb Wataghin” da UNICAMP, Topicos em Termodindmica e
Mecénica Estatistica de Processos Disspativos, cuja primeira parte tinha o subtitulo
“Aspectos Gerais”. Nesta continuagdio, trataremos da questio da Teoria da Fungdo
Resposta, estando organizada como segue: no primeiro capitulo, ¢ apresentada uma
revisdo breve dos conceitos fundamentais da mecanica estatistica de equilibrio, que é
basica ao tratamento que faremos;, no segundo capitulo ¢ introduzida a nogio de fungio
resposta e tratada ao nivel fenomenologico classico um sistema modelado de osciladores;
o terceiro capitulo apresenta a derivagiio da teoria formal e rigorosa;, e, finalmente, o
quarto capitulo trata da teoria geral de espalhamento. Aplicag8es a teoria do estado sélido,
com especial énfase nas propriedades dticas de semicondutores sera o objetivo de futura
monografia na série.

Esta Monografia é o resuitado da consolida¢fo de parte das Notas de Aula preparadas para
a disciplina FI-005 no curso de pos graduacio de IFGW-UNICAMP.

A participagfo,...e paciéncia..., dos estudantes ao longo das apresenta¢Oes, assim como a
colaboragdo de alguns em apontar erros ou necessidade de modificagfio ¢ agradecida.

Segue em continuacio um Apéndice a este Prologo com uma cronologia histérica de
eventos relevantes associados 2 Mecénica Estatistica.

Roberto Luzzi

Campus Universitario “Zeferino Vaz”
Instituto de Fisica “Gleb Wataghin”
Universidade Estadual de Campinas
Campinas, Sdo Paulo, Agosto de 1996




Appendix: Chronology of relevant events in the history of Thermodynamics

and Statistical Mechanics

400BC

100BC :

Medieval
Times:

~ 1592 :
1620

~1632 ;-

1634

~ 1640

~ 1640 :

~ 1661 :
~ 1660 :

Leucippus of Miletos and Democritus of Abdera seem to have been
the first to suggest that matter is composed of diminute particles - they
are the first atomists;

Lucretius, the Roman poet, retake the atomistic idea (incorporated, in
the V century BC to the IV century BC, by the philosopher Epicurus in
a matenalistic philosophy of life) in his book De Rerum Natura.

Atomism is practically ignored in the Occidental world, and
receiving scarce attention in the Muslim worid.

Galileo Galilei develops a thermoscope.

Francis Bacon, Baron Verulam, publishes Instauratio Magna,
presenting a proposal for a comprehensive reorganization of the
sciences, an important contribution to the so-called Scientific
Revolution of the XVII century.

Jean Ray develops a thermometer based on the expansion of liquids
{open capillar) [There seems to be a precursor in Sanctorius
Sanctorius (1611), a colleague of Galileo].

Galileo completes his most valuable work on mechanics, Discorsi e
dimostrazioni matematiche intorno a due nove scienze attenenti alla
mecanica (usually reffered to as Dialogue Concerning Two New
Sciences), printed in Leiden in 1638.

Duke Ferdinand H of Tuscany develops an alcohol thermometer (of
close capillar).

Bacon advances the idea that it is not temperature that is transmitted from
hot to cold bodies.

Robert Boyle ponders the idea of chemical element.

Robert Hooke considers concepts that are close to what later on will be

kinetic theory.



1687

1716
1727

1738

~ 1759

1770

~ 1770 :

1782

1798

1807

Isaac  Newton publishes his monumental Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica.

I. Hermann suggests that heat is due to the movement of particles.
Leonard Euler iniciates kinetic theory. he propounds that air consists of
particles, develops a theory of humidity, and notes that pressure and
temperature are macroscopic manifestations of molecular (particle)
action,

Daniel Bernouilli replicates Euler's results in an extended form, and
suggests the use of kinetic energy as a scale of temperature. Also, he
forebodes the principle of energy conservation including heat, with the
latter being a manifestation of atomic movement.

Thomas Bayes writes the "chain rule" for probability theory (The paper
was published posthumously in 1763) He is the first to use probability
inductively and to establish a mathematical basis for probability
inference, giving rise to what is now called Bayesian Statistics.

Joseph Black reinforces the distinction between temperature and
heat and gives rise to the science of calorimetry, leading to the caloric
theory.

Ruggero Boscovich suggests the atoms as being not only simply diminute
particles but centers of forces.

Leonard Euler extends Bernouilli's ideas, attempting the first serious
efforts to replace phenomenological temperature with definitions based

on atomic movement.

_ Benjamin Thompson, Count Rumford, suggests the equivalence

of heat and work, reinforcing the idea that the former i1s a manifestation
of the movement of particles. He criticizes severely the caloric theory,
whose end is in sight.

Jean-Baptiste-Joseph Fourier establishes the theory of transmission of

heat.



1808 :

1811

1814
1816 :

1821

1824

1825

1840

1842 ;

1843

1844

1845

1847

1848

John Dalton proposes on strong grounds the atomistic theory in his
book A New System of Chemical Philosophy.

Amedeo Avogadro introduces the concept of molecules (as bonded
aggregates of atoms), and enunciates Avogadro's principle.

Pierre S. Laplace introduces the concepts of probability theory in Physics.
Laplace gives a correct adiabatic treatment of the propagation of
sound.

J. Herapath provides a rudimentary kinetic theory, in a tentative
explanation of changes of state, diffusion,and sound propagation.

Nicolas Leonard Sadi-Carnot perceives what will be the second law:
any thermal engine cannot be more efﬁcieﬁt than a reversible one. He
introduces the concept of thermodynamic cycles, what permits a clear
distinction between interactions in a system and its changes of state.

M. Seguin presents a careful discussion on the relation between heat and
molecular movement.

James Prescott Joule establishes the fundamentals of the first law.

Julius Robert von Mayer reinforces the relevance of the conservation of
energy in al its forms.

J.J. Waterston provides a complete kinetic theory, deriving that
p =n<v>>/3, and noticing that temperature is proportional to some kind of
average of the square of the velocity. He hinted an equipartition law. This
is the first viable kinetic theory.

Mayer asserts that the heat introduced in a cycle exceds the work done.
Joule, in the period 1840-1849, performs a series of experiments that
determine the mechanical equivalent of heat.

Hermann Ludwig Ferdinand von Helmheltz enunciates the equivalent
of the first law of thermodynamics.

William Thompson, Lord Kelvin, introduces the thermometric

scale that bears his name.



1850

1851

1853

1856

1857

1858

1859

1860

Rudoif Julius Clausius makes explicit the first and second laws of
Thermodynamics, which then arises as a well defined science.

Joule rederives Waterston's work, but without mentioning average
values, and reobtains the expression for the pressure.

Kelvin expands and improves upon the work of Joule of 1851, as well
as on that of Waterston and firmly establishes p = n<v*>/3,

A K. Krénig reviews and summarizes the state of the art, at that time, of
kinetic theory. Although he does not add any new idea, his prestige at the
time lends a good support to the theory.

Clausius publishes work initiated around 1850 making more specific
the ideas that give ground to thermodynamics, and distinguishes the
three different states of matter in terms of its molecular properties. At
this stage caloric theory is fadding away, and kinetic theory acquires
relevance, however it is not universally accepted.

Clausius introduces for the first time the explicit notion of probability
in kinetic theory, defining what needs be understood by average value.
He defines the mean free path, making clear the difference between it

and the average intermolecular spacing n™”

. He percetves the necessity of
some type of Stosszahlansatz, that is, the assumption of molecular
chaos referring to the statistical independence of the molecules prior to
a collision, but does not formulate it.

Gustav R. Kirchhoff and Robert W. Bunsen establish the
principles of spectroscopy.

James Clerk Maxwell develops the modern wvision of kinetic theory.

" He derives the velocity distribution for point particles, and finds an

expression for the mean free path in terms of the temperature, the mass
and the radius of the "sphere of influence” of the molecule. He predicts
that the viscosity in a gas is independent of the density, the first

prediction of a property using a molecular model.



1856

1865 @

1865

1866

1867

1867 .

1868

1869
1870 :
1870
1872

Maxwell publishes his famous treatise 4 Dymamical Theory of
Electromagnetic Field

Clausius defines, and names, the concept of entropy. He publishes his
book on the Theory of Heat pointing out to the probabilistic nature of the
second law. |
Joseph Loschmidt uses kinetic theory to estimate that the radius of the
"sphere of influence” of molecules is of the order of 10 ¢m.

Ludwig Boltzmann publishes his first article on statistical
mechanics, and states his objective to derive the first and and second
law of Thermodynamics on purely mechanical concepts.

Maxwell publishes a new version of kinetic theory: he resolves certain
difficulties inherent to the previous approach, and founds a well
structured physico-mathematical kinetic theory. In the same year
introduces the concept of the, presently named, "Maxwell's Demon", and
emphasizes the probabilistic character of the second law.

Mazxwell, in the theory on viscosity, argues that in a viscous media the
state of strain would tend to disappear at a rate that depends on the
state of stress and the nature of the body. (This idea will be, in the second
half of 20th century, carried ahead by Extended Irreversible
Thermodynamics).

Boltzmann extends kinetic theory so as to include Maxwell-
Boltzmann distribution, and also allowing for the cases of molecules and
external fields.

Dimitri Mendeleiev builds the periodic table of the elements.

Kelvin iniciates a discussion on the size of atoms.

Clausius develops the virial theorem.

Boltzmann introduces his famous equation, incorporating the
Stosszahlansatz, and the $-theorem is born.



1877

1878

1879

1887

1896

1897
1900 :

1902

1905
1906

1908

1909

1910 :

Boltzmann emphasizes the probabilistic nature of the second law, in
accord with Maxwell, and introduces the method of the most probable
values. He expresses the idea of the famous relation S = k /nW, but
does not write it explicitly, what is done by Planck later on.

Josiah Willard Gibbs publishes his notable work On the Equilibrium of
Heterogeneous Systems. |

William Crookes finds indications of the existence of negatively charged
particles in experiments on cathodic rays.

Heinrich Hertz produces and detects -electromagnetic waves in
laboratory.

Boltzmann publishes his famous book Vorlesungen tiber Gastheorie.
Joseph John Thompson establishes the existence of the electron.

Max Planck derives the distribution function that bears his name, to
solve the enigmatic question of the spectral distribution of the energy
irradiated by the black body, in a scheme that implies the introduction of
the quantum of radiation, and makes to appear the famous Planck constant.
Gibbs publishes the fundamental book FElementary Principles in
Statistical Mechanics, defining and given the foundations for this
emergent science.

Albert Einstein proposes a quantitative theory of the Brownian motion.
Planck gives form to Boltzmann's idea that S = k /nW, where k is
Boltzmann constant and W is the number of microscopic mechanical

states (or volume in phase space in the classical case) compatible with the

_ macroscopic state of the system.

Jean-Baptiste Perrin verifies Einstein theory, and reinforces the
atomistic view, with his experiments on Brownian motion.

Constantin Caratheodory presents an alternative logical structure to
Thermodynamics, trying to avoid the concept of heat.

Lord Rutherford proposes the nuclear model of the atom.



1911

1913

1918
> 1920

1922 .

1925 .

1926

1927

1929 :

1930

1931

1931:

1935

Paul and Tatiana Ehrenfest publish their influencial article on the
foundations of Statistical Mechanics.

Niels Bohr presents the stationary planetary model of the atom.
Walther Nernst establishes the third law of Thermodynamics.
Beginning and development of Quantum Mechanics: Louis de Broglie
(1923); Niels Bohr, Werner Heisenberg, Max Born, Pascual Jordan and
others in the The Copenhagen School (from nearly 1920 on);, Erwin
Schroedinger (1926); Paul Dirac (1929), etc.

Otto Stern and Walter Gerlach perform an experiment on the
deflection of atomic beams in magnetic fields.

George Uhlenbeck and Samuel Goudsmit incorporate the idea of
intrinsic angular momentum, or spin, and derive its consequences.
Satyendra Nath Bose and Albert Einstein develop the distribution
that bears their names.

Enrico Fermi and Paul M. Dirac develop the distribution that bears
their names.

Wolfgang Pauli publishes the first quantum mechanical version of the
master equation.

Johannes von Newmann and Paul M. Dirac introduce the density
matrix in quantum mechanics, which is of later relevance in statistical
mechanics.

Lars Onsager establishes the Foundations of Classical Irreversible
Thermodynamics.

Harold Jeffreys collects in a book a series of previous papers on the
question of logic and scientific inference in science and knowledge in
general. The points of view there expressed are to give a framework for
later developments in informational statistical mechanics and
thermodynamics.

J. Yvon gives a first systematic treatment of the reduced distribution

functions, origin of the so called BBGKY hierarchy of equations.



1939

1941

1945

1945

1946 :

1946

1948

1951

1951

1952

1954

1957

1957

Jeffreys publishes his book Theory of Probability, dealing
with the question of inference in sciences and the role of Bayesian
Statistics.

J. Meixner provides a general and comprehensive treatment of
Classical Irreversible Thermodynamics.

H.B.G. Casimir publishes a comprehensive review article on Onsager's
principle of microscopic reversibility.

Ilya Prigogine generalizes Classical Irreversible Thermodynamics, and
introduces the theorem of minimum entropy production.

Nicolai N. Bogoliubov presents a systematic introduction of the functional
methods in statistical mechanics, and gives the most rigorous form of the
BBGKY hierarchy.

John G. Kirkwood introduces a mechano-statistical approach in
transport theory.

Claude Shannon introduces Information Theory, which seems to

generalize the concept of entropy.

~Herbert B. Callen and T.A. Weiton derive the general form of

the fluctuation-dissipation theorem.

Sveig R. de Groot publishes Thermodynamic of Irreversible Processes,
a compendium and critique of applications of the Onsager reciprocity
theorem.

Melvin S. Green introduces an statistical approach to irreversible

processes, one of the first attempts to create a nonequilibrium ensemble

~ theory.

Leon van Hove introduces, in linear response theory, the relation between
the time correlation and the inelastic scattering cross section.

Ryogo Kubo develops a complete theory of dynamical response and
transport phenomena.

Edwin T. Jaynes eiaborates an in depth analysis of Gibbs' approach in

a Statistical Mechanics related to the point of view of Information



1958

1961
1962
1962

1963

1963

1965

~ 1965 :

1966

1966

Theory. He introduces the Principle of Maximization of
(statistical/informational) Entropy, or MaxEnt, retrieving Laplace's ideas
in probability theory, and Jeffreys’ Scientific inference point of view.
Bogoliubov and Sergei V. Tyablikov complete the formalism of
the double-time thermodynamic Green functions [see in Bibliography,
Zubarev (1961)].

Robert Zwanzig introduces the use of projection operators in
Statistical Mechanics.

Bogoliubov states the principle of correlation weakening and the hierarchy
of relaxation times.

de Groot and P. Mazur publish their, nowadays classical, book on linear
irreversible thermodynamics.

Prigogine introduces the idea of dynamics of correlations, rather
than that of distribution functions of the BBGKY hterarchy, for dealing
with nonequilibrium statistical mechanics of systems far from equilibrium.
Beginning of Chaos Theory, starting from the motivation of the articies
by E.N. Lorenz (The concept goes back to the studies of Henry Poincaré
(~ 1890-99) on stability problems in celestial mechanics).

Hazime Mori develops a theory of generalized statistical Newton-
Langevin equations.

The development of Extended Irreversible Thermodynamics begins
[at the hands of several authors [among others: R. Nettleton (1960); 1.
Miller {1967), G. Lebon (1973), 1. Gyarmati (1977), J. Casas-Vazquez
and D. Jou (1979,1988)].

A. Hobson advances the, apparently, first attempt to build a statistical
thermodynamics on the foundations of the 1957-Jaynes’ first approach to
statistical mechanics on the basis of information theory: this appears to be
the origin of Informational Statistical Thermodynamics.

Leo P. Kadanoff advances the hypothesis of scaling in the theory of

critical phenomena.



1969
1969

1971

1971

1971

1972

1975

1979

1980

~ 1983:

1990

C. Truesdell publishes his book on Rational Thermodynamics.
Prigogine establishes the possible connection between dissipative
structures (i.e. complex behavior in open systems far from equilibrium,
that he evidenced) and the emergence, functioning and evolution of life.
Dimitri N. Zubarev presents his formulation of an approach to the
nonequilibrium statistical operator method.

P. Glansdorff and 1. Prigogine publish their book on Generalized
Irreversible Thermodynamics extended to the nonlinear domain. It
includes the thermodynamic principles of evolution and (in)stability in
systems under arbitrary nonequilibrium conditions.

Kenneth Wilson gives a compact form to the theory of critical
phenomena in terms of the Renormalization Group.

Philip W. Anderson publishes what is considered one of the first
"manifestos” referring to the new paradigm in sciences consisting in the
so called Theory of Complexity.

Bgnoit Mandelbret introduces fractal geometry, which has relevant role in
the theory of dynamic systems.

Prigogine, in collaboration with Isabelle Stengers, publish La Nouvelle
Alliance: Metamorphose de la Science, with philosophical considerations
on the emergence of order (self-organization) in dynamical systems, a new
paradigm in natural sciences.

Prigogine publishes his book From Being to Becoming on time

(irreversibility) and complexity (self-organization) in physical sciences.

Jaynes reinforces his proposal of Predictive Statistical Mechanics,
containing MaxEnt, and based on Bayesian methods of probability.

Several authors are proceeding to extend Hobson’s original pioneering
work on Informational Statistical Thermodynamics, a discipline that
appears to relate Jaynes’ Predictive Statistical Mechanics and

phenomenological Irreversible Thermodynamics.
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Capitulo |I: Revisdo breve dos conceitos basicos da Mecénica Estatistica de
Equilibrio

“Elvago azar o las preciosas leyes que
rigen este suefio, el Untverso”.

Jorge Luts Borges: El Hacedor
(Emecé, Buenos Aires, 1960)

I. Revisdo dos aspectos basicos da Mecédnica Estatistica de Equilibrio.

A Mecdnica Estatistica consiste basicamente no estudo e elucidagdo da relagdo
entre a descrigdo macroscopica dos fendmenos fisicos e a teoria atémica que apoia sua descrigio
mecanica.

Dado um sistema fisico, dele podemos dar uma descrigdo mecdnica € uma
descrigdo termodindmica. A primeira € a caracterizada pelo estado mecanico que evolue no
tempo de acordo com as leis macroscopicas da dindmica: as equagdes Lagrangianas ou
Hamiltonianas no caso classico ou a equagio de Schroedinger no caso quintico. A descrigdo
completa dé-se em termos da configuragdo completa dos seus graus de liberdade ou conjunto
completo de fungdes de estado. A descrigdo termodindmica € caracterizada por um estado
termodindmico expressado por um pequeno nimero de varidveis (extensivas e/ou intensivas)
num nivel de descrigdo macroscépico do sistema. A interpretagio destas varidveis e sua
relagdes, ¢ feita por meio da Mecanica Estatistica em termos das proprledades mecanicas,
auxiliada por argumentos de carater probabitlistico.

Notemos aqui que a distingfio entre descri¢io macroscopica e microscopica €
difusa. Depende do nimero de graus de liberdades no sistema ¢, extremamente importante, da
forma de realizagdo de cada experimento. Em diferentes circunstdncias, € possivel distinguir
varios niveis de descrigdo macroscopica, e isto percebe-se em conexdo com fendmenos fisicos e
quimicos, e mais particularmente quando trata-se de fendmenos biologicos.

A figura | descreve os esquemas existentes para processar 0 programa de como
ligar as descri¢des microscopicas € macroscopicas, as quais nos referimos. Dele podemos fazer
véarios comentarios. O enfoque puramente fisico estd intimamente ligado a tratar com problemas
de muitos corpos, mais precisamente, com sistemas com um niimero muito grande de graus de
liberdade. Por outro lado, o enfoque 16gico-matematico mantém que 2 Mecénica Estatistica ndo
esta limitada a sistemas grandes, porém pode aplicar-se a sistemas com qualquer numero de
graus de liberdade cujas condi¢des ndo estejam suficientemente especificadas, i.e., ndo temos
conhecimento ou controle suficientemente detalhado do sistema. Por isto, 0 esquema teorico
associado é chamado de método da ignordncia (que nfo tem nenhum sentido pejorativo!)
indicando que ha uma especificacdo incompieta das condiges do sistema trazendo a
necessidades de desenvolver um formalismo inteligente que faga o melhor uso possivel dos
poucos dados existentes.
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Capltule 1: Revisio breve dos conceitos bsicos da Mecanica Estatistica de Equiltbrio

Uma vez adotado o tratamento com componente probabilistica, a maior
dificuldade radica na escolha e desenvolvimento de um formalismo que permita uma descrigdo
contraida que ligue a Mecénica 4 Termodindmica. As dificuldades sfio menores quando
tratamos com sistemas em equillbrio: as propriedades e relagSes termodindmicas estdo bem
estabelecidas. Por outro lado, a anélise de sistemas fora do equilibrio apresenta dificuldades
consideravelmente maiores devido 4 necessidade de uma discussdo mais detalhada que requer a
determinagfio da dependéncia temporal das propriedades mensurdveis ¢ o célculo dos
coeficientes de transporte associados com os processos irreversiveis que se desenvolvem no
sistema ao longo da sua evolugio.

A doutrina teérica de maior sucesso em Mecénica Estatistica tem sido o
Método dos ensembles de Gibbs. De acordo com Gibbs consideramos, ndo o sistema dado, mas
um conjunto enormemente grande (infinito) de réplicas dele, apresentando todos idénticas
condigdes macroscdopicas: este é o ensemble representativo do estado macroscapico do sistema.
Idénticas condi¢Ses macroscopicas quer dizer que todos os elementos no ensemble estdo
caracterizados pelos mesmos valores dos parimetros macroscopicos que impunham limitagdes
sobre os possiveis valores de coordenadas e momentos das particulas (ou seus possiveis estados
mecdnico-qudnticos), que seriam de outro modo completamente arbitrarios. Noutras palavras,
especificar 0 mesmo tipo de contatos com reservatorios de energia, particulas, pressdo,.
momento angular, etc. para todos. O problema fundamental associado com o método ¢
especificar a fun¢do de distribuicdo de probabilidade), p, associada com cada ensemble. Uma
propriedade fundamental de p é que satisfaz a chamada equagio de Liouville, (sistema isolados)

%ten.@p(t):o (.1)

onde .2 ¢ o operador Liouvilliano

{o.H}, No ¢aso cldssico,
iLp= ) 1.2
g -%[p H]  no caso quéntico, 4.2

com H sendo a fun¢do Hamiltoniana ou o operador Hamiltoniano do sistema, respectivamente.

Se o sistema estiver em equilibrio, quando entio H e p ndo dependem
explicitamente do tempo, a Eq.(1.1) se reduz a que i.2p=0, i.e. 0 operador estatistico p deve ser
uma funcional das constantes de movimento do sistema.

Os diferentes ensembles de Gibbs, que resultam equivalentes no limite
termodindmico, sdo construfdos a partir do chamado ensemble microcandnico. Este aplica-se ao
caso de um sistema isolado com um nimero N de particulas num volume V e com energia no
intervalo (E, E+AE), sendo AE<<E (podendo AE ser zero no caso classico). De acordo com essa
informagio e incorporando o principio de iguais probabilidades a priori (ou principio da
indiferenca, J.M. Keynes (1922)), a fun¢fo de distribuigdo ¢
p(l") CEVN, VIE <HI) <E+AE (clasm-co) 13)
{riph) VHE<E, <E+AE  (quantico)
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uma constante que depende dos trés parametros extensivos E, V e N para todos os estados
mecéinicos com energia no intervalo de energia dada, € nula para todos os outros, (observemos
que na Eq. (I.3) I representa um ponto no espago de fases classico, € n o conjunto de niimeros
quénticos que caracterizam os autoestados do sistema na representacéio de energia, p(T) é nulo
fora da hipercamada indicada no espago de fases, e os elementos de matriz de p no caso quintico
sdo nulos para autoestados com energia fora do intervalo considerado).

A quantidade Q (E,V,N) é determinada pela condigio de normalizagio da
distribui¢io de probabilidades, i.e.

_[drp(r) =1 (14a)
Tefp}= > {rjpln) =1 (1.4b)

nas descrigdes classica e quéntica respectivamente.

A fungéo

15)

onde kg € a constante de Boltzmann corresponde a4 fungiio entropia termodinamica, S(E,V,N),
do sistema.

A Eq. (1.5) é a famosa expressio intuida por Boltzmann (esta gravada na lapide
do seu timulo no cemitério de Viena), e escrita explicitamente por Planck. Sendo, como dito,
que a Eq.(1.5) € a expressdo a nivel mecano-estatistico da entropia termodinimica. Como esta é
uma fungdo de estado, toda a informacio termodinimica esta contida nela. Usualmente, ¢
mais conveniente introduzir a funglio energia E=E(5,V N,) como fungio de S, V e N. Seus
coeficientes diferenciais:

T= 13-'5-(-2;"—'“') =T(S,V.N), (1.6a)
p--EIN _ps v, (L6b)
e 5—5‘%?”9 = u(S,V.N), (L6c)

definem os parimetros termodindmicos temperatura, pressdo e potencial quimico, Estes
pardmetros intensivos sdo fungdio das varidveis extensivas e as expressdes acima sdo as equacdes
de estado do sistema. Nelas, as varidveis termodinimicas: extensivas sio matematicamente
independentes, enquanto que os pardmetros intensivos sio conceitos derivados, Na pratica, a
conveniéncia no laboratorio exige que sejam os pardmetros intensivos os que possam ser
medidos efou controlados. Resulta entdo conveniente modificar o formalismo para que os
parimetros intensivos substituam as variaveis extensivas, como varidveis matematicamente
independentes. Para este fim, usando-se as chamadas rransformacdes de Legendre, sio
introduzidos os diferentes potenciais termodindmicos em cada uma destas situagdes, i.e. a cada
condi¢do de contato com diferentes tipos de reservatdrios, corresponde um ensemble de Gibbs
caracteristico definido pela apropriada fungio de distribuigdo (operador estatistico no caso
quéntico). A tabela seguinte mostra as situagdes mais usuais.
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Varidveis Potencial Coeficientes Ensemble Operador
Independentes Termodinimico Diferenciais Estatistico
UNV Entropia, S(U.N,V) B, Bu, Bp Microcanénico | g~'5(U-H)

SNV Energia T.u.p

interna, U(S,N,V)

TNV Energia S, u.p . —
Livie, F=U-TS Canonico Z~ exp{-pH}

de Gibbs, G=U+pV-TS

S.N,p Entalpia, H=U+pV T.nV

TV Potencial, S.N.p Grand-Candnico | Z™' exp{-p(H - uN)}
v=U-TS-uN

Tup Potencial, § =y +pV SN,V Massieu-Planck | z™ exp{—B(H - uN+ pv)]

A condicdo de equilibrio temodindmico corresponde a situagdo que maximiza a
Entropia ou minimiza os diferentes potenciais termodindmicos.

A fungfio que normaliza as fungdes de distribuigdo, a fungdo de partigdo, estd
relacionada aos potenciais termodindmicos na forma

S(UN,V})=kg INQUN V) (microcanénico) (1.7a)
FIUNV)= -kgTINZ(T,NV)  (candnico) (1.7b)
WU V)= -kp TINZ(T,11, V)  (grand-candnico) (1.7¢)
G{T,Np)=-ksTINZ(T.Np)  (petit-candnico) (1.7d)

onde S ¢ a entropia, F a fun¢do energia livre de Helmholtz, y a energia livre grand-candnica € G
a energia livre de Gibbs, e Z a fungfio de partigdo.

Em todos os casos a entropia do sistema € dada por

S = -kgTr {pinp}, (1.8)
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e a partir deste resultado € possivel enunciar um principio variacional para construir as fungdes
de distribuigfio para os diferentes ensembles de Gibbs, o assim chamado MaxEnt, sobre o que
comentaremos ao final deste capitulo.

Um outro resuitado importante da Mecanica Estatistica de equilibrio é o
teorema de Nernst. Ele se refere as propriedades termodinidmicas no limite de temperatura
tendendo ao zero absoluto, e ¢ um indicador da necessidade de introdugdio de caracteristicas
mecdnico-quénticas no tratamento.

O teorema estabelece que a medida que a temperatura do sistema tende para
zero, para todas as substdncias, a diferenga das suas entropias tende para zero, assim como
também as derivadas em relagdio aos pardmetros termodindmicos. O calculo mecédnico quéntico,
i.e. Eq. (14b), nos diz que € representa o nimero de estados estaciondrios de energia no
intervalo dado (E,E+AE), e assim, a T=0K, a entropia ¢ igual ao logaritmo da degenerescénscia
do estado fundamental do sistema, zero quando, em geral, o estado ndo € degenerado.

No caso quintico, sabemos que para sistemas de particulas indistinguiveis, a
fungdo de onda pode ser ou completamente simétrica, ou completamente antisimétrica, por
intercdmbio de particulas. Isto nos leva a dois tipos de estatisticas para os gases ideais qudnticos

a.)Estatistica de Bose-Einstein para sistemas de bosons (particulas com spin inteiro,
1.e. fungdo de onda simétrica) que estabelece as relagdes basicas no limite termodinimico:

Z(T,1LV) = _[de D(e)inf1- o] (1.92)
U V) = J ds Die) & V(E), (1.9b)
N V) = [ de De) e, (19¢)
v(e) = [e"“'"’ - l]_l. (1.9d)

Aqui, D(ge) ¢ a densidade de estados p=1kgT e v(g) o nimero de
ocupagcio do estado de energia . Obtém-se também a equagdo de estado

PV = 2U (1.10)

Notemos aqui que ([.92) € a expressdo para a fungdo de partigdo no ensemble
grand-candnico, e que .
i.)para T e u dados, i.e., contatos com reservatorios de energia e particulas,
(1.9d) proporciona o nimero de ocupagio dos estados de particulas individuais, ¢ com cle, e a
informag3o mecénico-quintica contida em D (8) (L9b) e (1.9¢) ddo a energia e o numero médio

de particulas no sistema;

ji.)quando T e N sfo dados — ensemble candnico— entdo p segue da Eq.
(1.9¢), e em continuagéo podem ser calculados (I1.9b) e (1.9d);

fii.) quando U e N estio dados —ensemble microcandnico — T e p estdo
determinados pelo sistema de equagdes (1.9b) e (1.9¢).
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b.)Estatistica de Fermi-Dirac para sistemas de fermions (particulas com spin
seminteiro, i.e. fungio de onde antisimétrica). No limite termodindmico, temos as formulas
bésicas:

Z(T,p, V)= J' de De)inft + e e, (L1la)
U(T, V) = _[ de D(e) e f(e), (1.11b)
N(T, V) = J' de Ds) f{e), (L11c)
f(e) = [ +1] . (L11d)

Aqui D (e)é a correspondente densidade de estados, f{¢)} a fun¢do numero de
ocupacdo e Z em (I.11a) ¢ a fungéio de partigio no ensemble grand-candnico. A passagem para
descrigdes nos outros ensembles se realiza como descrito no ftem (a).

A equagdo de estado é

pV =2y (1.12)

Os efeitos quanticos sobre o resultado classico mamfestam-se de duas formas:

1) Aquelas devidas a simetna da fungfo de onda e que estdo presentes ainda no
caso do gds ideal (sem interagdes), €

2)aquelas associadas com as interagdes no sistema, e resultantes da
manifesta¢do do principio de incerteza.

"~ Uma forma mais detalhada do principio de Nernst, na forma de teorema, nos
diz que: a baixas temperaturas ou altas densidades, a condi¢Zo para desprezar os efeitos
quanticos ndo & verificada, € as formas classicas e quénticas da fungdo de particio diferem
grandemente.

Numericamente a condigdo para validade do limite classico €

do> ?LT, (1.133)
WV << (kg T)® = ["_@l]z (1.13b)
n? 8 Ay

onde d € a distdncia média entre particulas, Vv o gradiente do potencial de interago entre
pares de particulas, e

Ay = B/ mkT

¢ o comprimento de onda de de Broglie correspondente a uma energia cinética kgT.
No caso de um gas de fermions livres podemos colocar em forma aiternativa

a.) an% <<t ou T>>Te =g /Ky, (I.14a)

onde T¢ é a chamada temperatura de Fermi e p, € o potencial quimico a T=0K. No caso de
bosons com uma energia caracteristica ho,
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b.) T>>hog/kg = © (I.14b)

Comportamentos tipicos para energia ¢ calor especifico sdo

Fermions

// —2kT

T
{ 1 —
) Te
Figura (1.2): Energia por particulas vs temperatura.
Classico
Bosons
Fermions
3o a
[ —~T (se ag~q*) T
| ! o
) Te

Figura (1.3): O calor especifico vs temperatura.

1b)Breve discussio do Método MaxEnt

Consideramos nesta sec¢iio uma breve revisdo do modelo do MaxEnt, a ser
tratado em detalhe em futuras Notas de Fisica, referentes ao seu uso nos fundamentos da
Mecdnica Estatistica de ndo-equilibrio.

Como ¢ bem sabido, os principios variacionais tém um status preferencial em
varios ramos da Fisica Tedrica, e.g. 0s de Maupertuis ¢ Hamilton em Mecénica, os de Fermat e
Huyghens em Optica.

Observemos que a componente probabilistica que a Mecdnica Estatistica
incorpora requer o importante passo de obter uma densidade de probabilidade para poder realizar
calculos de propriedades termodindmicas. Acabamos de revisar uma forma de ataque da questdo
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via 0 método dos ensembles de Gibbs. Procuraremos em continuagio mostrar que existe um
algoritmo, baseado numa propriedade extrema, que nos permite obter rapidamente qualquer
uma das distribuigdes dos diferentes ensembles uma vez dadas as condigdes de vinculo
macroscopicas a que o sistema fisico esta sujeito, i.e. a especificagdo dos reservatorios.

Basicamente, o que precisamos ¢ um critério para a determinag¢do da fungdo
de distribui¢do (f.d.) que corresponde a melhor escolha compativel com a informagéo disponivel,
Para poder estabelecer tal critério comegaremos por mostrar algumas propriedades extremas
associadas as f.d. ja apresentadas,

Na secgfo anterior, tinhamos introduzido o conceito de entropia estatistica
(informacional)

& =-[ are(r)ne(r) (1.15)

que em todos os casos considerados, sempre em equilibrio, coincide em valor com a entropia
termodinamica dividida pela constante de Boltzmann ke.

Supiinhamos que os valores de p sejam um conjunto discreto pi, p2,.-.. PN
Entdo

N N
d:-»Zp, Inp;, com Zp, =1. (1.16)
i=1

f=1

Se algum dos p; € igual a um e o resto € zero, entdo J=0, ie., o resultado de
qualquer experimento pode ser predito com certeza ¢ ndio temos indeterminagio nrenhuma na
informagdo. Por sua vez, ¢ assume 0 maximo valor quando todos os p; sdo constantes e iguais a
1N, le. a entropia estatistica € maxima no caso em que se tem a menor quantidade possivel de

informag@io. Podemos verificar isto: os valores de p; que fazem & maxima sujeita & condigéo de
normalizagdo de p podem ser obtidos pelo método dos multiplicadores de Lagrange, 1i.e.
devemos fazer nula a variagdo arbitraria da funcional & + AZ p; , consequentemente,

N N
a[d + ;\Z pi] = ~Z {inp; - 1+1}5p; =0 (L17)
j=1 jm=1
o que implica p; =e*™', que é uma constante cujo valor é determinado pela condigdo
' N N
Zp, ——-ZeH =Ne*! =1 (1.18)
=1 (23]
ou seja
p; =e*' =N (1.19)

Esta situagdo se corresponde com o caso do sistema isolado, quando temos
fixado o volume, o numero de particulas, e a energia tem valores no intervalo (E, E+AE). Nesse
caso, a distnbuigdo microcandnica maximiza a entropia estatistica, que, como vimos, se
corresponde com a entropia termodinidmica.

Neste caso, o valor constante para a distnbuigiio de probabilidades & €
YEV.N), ou seja, no caso classico, a inversa da medida do volume no espago de fases ocupado
pelos pontos que correspondem aos estados do sistema compativeis com vinculos macroscopicos
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impostos. No caso mecdnico-quintico, esse nimero € diretamente o numero de estados
correspondentes aos autovalores de energia contidos no intervalo (E, E+AE).

Verificag8o da condigdo extrema para todos os outros ensembles, pode ser
feita de forma unica. Consideremos o conjunto de varidveis extensivas Q, Q .., Qs (eg
energia, nimero de particulas, momento, etc.), que s3o valores estatisticos médios das
quantidades Py(I"), ..., Pg(I), i.e.

Q, = [[arp(r)o(r). (1.20).

A f.d. que faz extrema a entropia estatistica sujeita a normalizagdo e a satisfazer
estas condigdes de vinculo &

o(F)=Z7'(F,.... exp{ ZFJPJ } {1.21)

onde

2(Fy,....Fy) = deeXp{ D FPRY } (1.22)

il

De fato, usando o método dos multiplicadores de Lagrange, procuramos a
anulagfio da variagdo

a[d +@-1)+ ZF,PJ(F)J = I dr{— inp-1-(®-1)- ZFij(l")}6p =0 (1.23)
\ i j

ou p(I')=exp - - z Fij} , que coincide com a expressdo acima se ®=in Z. Cbviamente, como

trata-se da situagio de equilibrio, as quantidades P, devem ser integrais de movimento. Para os
diferentes ensembles é somente fazer a identificagio:

canfnico: Py=E, F,=p, (1.24a)
grand-candnico: Py=E, P»=N, Fi=p, F2=-fp, (1.24b)
isotérmico-isobarico: Py=E, P,=V, F(=B, F-=pp, (L.24¢)

Isto nos leva entio a enunciar o seguinte “Principio de Maximizacdo da
Entropia Estatistica (MaxEnt):

A mais apropriada funcgio de distribuicdo é aquela que maximiza a Entropia
Estatfstica sujeita aos vinculos impostos sobre o sistema (i.e. a informagao
disponivel).

Enfatizamos que o MaxEnt deve, em principio, ser considerado simplesmente
como um algoritmo capaz de codificar a informagdo numa dada situagdo. Muito provavelmente
¢ um dentre muitos outros a serem ainda descobertos, mas, por enquanto, este principio de
forma simples permite derivar todos os resultados da Mecénica Estatistica de equilibrio na forma
conhecida. Assim, o MaxEnt proporciona uma premissa fundamental ¢ de largo alcance, a
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Capitulo 1. Revisdo breve dos conceitos basicos da Mecanica Estatistica de Equilibrio

qual, por causa de sua claridade conceitual, pode ser rapidamente comprovada em formas
diretas.

Observemos que a discussfio precedente ndo depende de que o numero de graus
de liberdade seja grande, ou ainda a da aplicagdo do limite termodindmico. Se o numero N de
componentes do sistema ¢ pequeno, as razdes entre os desvios quadriticos médios e os valores
médios serde grandes, Os valores médios obtidos serdo os valores medidos com as condigdes de
vinculo especificadas; o limite termodinimico tem a vantagem no caso de sistemas mecénicos,
de fazer praticamente equivalentes os. diferentes ensembles de Gibbs, mais precisamente, todos
os ensembles resultam equivalentes ao microcandnicos para o valor de energia, volume e
numero de particulas (e eventualmente outras constantes de movimento) sendo tomados como
aqueles correspondentes ao valor médio no ensemble sendo considerado.

Que a Meciénica Estatistica, baseada entdo somente numa reduzida informagio
macroscopica, possa proporcionar uma descrigdo bastante precisa das propriedades de sistemas
mecénicos parece ser aigo realmente notdvel. Certamente que resulta importante procurar uma
compreensdo detathada do fato. Diversas tentativas vém sendo feitas ao longo de varias
avenidas. Por algum tempo admitiu-se que a Mecénica Estatistica “funciona bem” por causa do
uso do limite termodindmico, que apararia discrepincias. Mas este ¢ um ponto que poderiamos
chamar de técnico e foge da questdo central. Outros argumentos recorrem aos teoremas
ergddicos para explicar o “mistério” da Mecénica Estatistica. A teoria ergddica € importante per
se, porém ndo esta definido seu alcance (sua forma modema passa por importantes
desenvolvimentos) e a mais, ndo estd claro como incorporar os fendmenos irreversiveis no seu
contexto.

O enfoque que em certa forma procura aparecer no MaxEnt, ¢ o de que a
compreensdo da questio da eficiéncia da Mecénica Estatistica reside em entender a notavel
relacio entre as médias estatisticas e as medidas de fendmenos experimentalmente reprodutiveis.

Fenémenos
Regularidade Experimentaimente
/ Macroscdpica Reprodutiveis ,

. J nivel
MEDIA = | o e e o e o e o ﬁSiCO
ESTATISTICA — o e — e e —

_1 nivel
Teoremas Médias Matematico

Ergadicos - Temporais

(Figura I.4): Niveis de descrigdio da Mecdnica Estatistica

Esta eficiéncia da Mecéanica Estatistica parece depender da classe de problemas
estudados. Tem sido argumentado que a Ciéncia em geral é possivel pelo motivo de que existem
na Natureza um largo namero-de reguiaridades, as que fazem possivel o estudo dos fendmenos
experimentalmente reprodutiveis. O fato de que podemos reproduzir o estado macroscdpico
inicial de um sistema pelo controle de uns poucos pardmetros termodindmicos, implica que estas
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Capitulo 1: Revisfio breve dos conceitos basicos da Mecdnica Estatistica de Equilibrio e

propriedades macroscépicas devem ser caracteristicas comuns a um nimero extraordinariamente
grande de estados microscopicos do sistema. A explicagiio desta observagdo podera talvez ser o
nucleo da compreensiio do amplo dominio de validade da Mecénica Estatistica.
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I1.1 - Aspectos Gerais

Capitulo li: Teoria da Fungao Resposta: Uma introdugao

“Cos Rechos, [os datos, aiin siendo efectives, no son la realidad,
no tienen ellos por sireafidad, y como no la tienen,

mal puedem entregarla a nuestra mente”.

José Ortega y Gasset En torno a Galileo,

(Revista de Occidente, Madrid, 1956)

I1.1 — Aspectos Gerais

A resposta de um sistema a uma perturbagio externa pode sempre, como
mostiraremos, ser expressada em termos de fungdes de correlagdes dependentes do tempo do
sisttma ndo perturbado, enquanto a perturbag@o seja suficientemente fraca. Em particular, a
resposta linear de um sistema ligeiramente afastado do equilibrio, esta caracterizada pelo valor
médio no ensemble de equilibrio de um produto de operadores variando no espago e no tempo.
Esta descrigéio em termos destas fungdes de correlagido esta intimamente ligada, no regime da
resposta linear, ao teorema da flutuagdo-dissipagdio, ao formalismo de Kubo e ao poderoso
método das fun¢des de Green termodindmicas de tempo duplo, introduzidas por Bogoliubov e
Tyablikov. A analise também leva a estabelecer varias “regras de soma” que relacionam os
coeficientes dissipativos com as derivadas termodindmicas. Duas observagSes podem ser aqui
introduzidas, porém, os topicos asssociados nfo serio cobertos nesta primeira versdo do
assunto. A primeira é que no caso de perturba¢des com suave variagiio espacial e lenta evolugéo
temporal, produzindo analogo comportamento em todas as quantidades fisicas, a resposta do
sistema pode ser alternativamente descrita pelas equagdes linearizadas da Hidrodindmica. A
segunda observagdo refere-se a sistemas fortemente afastados do equilibrio termodindmico:
como antecipamos no primeiro pardgrafo, a teoria usual, a ser tratada nestas notas, para
calcular resposta a perturbagSes mecanicas estd baseada em desenvolvimentos em termos de
fung¢des de correlagdo em equilibrio, Como condigéio inicial € tomada aquela que corresponde ao
equilibrio com reservatérios, e, em continuagdo estuda-se a evolugdo do sistema como se
estivesse isolado de toda influéncia externa aparte do campo de forgas. Porém, em todo
experimento, o sistema recebe energia das fontes externas, e a redistribui ao meio circundante a
uma certa taxa. Assim, embora no instante inicial o sistema estava em equilibrio com os
reservatorios, este equilibrio é destruido pela perturbagio mecédnica. Consequentemente, tal
teoria da fungfio resposta tem seu proprio dominio de aplicagdo, que € quando as perturbagdes
térmicas que surgem no sistema como resultado da ag@io dos estimulos externos podem ser
desprezadas, e também haverd de se excluir, em geral, as situagGes com mecanismos de
realimentagdio. Além deste dominio de validade do tratamento, podemos distinguir duas
situagdes tipicas. Uma delas é quando uma perturbagiio externa ¢ aplicada sobre um sistema
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St

previamente muito afastado do equilibrio. A segunda ¢ quando uma forte perturbagio mecénica
age sobre um sistema inicialmente em equilibrio; neste caso, segue-se um grande afastamento
do equilibrio e hda importantes efeitos de interferéncia entre a perturbagdo mecdnica e a
concomitante variagfio do estado termodindmico do sistema.

A figura seguinte proporciona uma visualizagio resumida do conjunto de
situagBes experimentais a que nos referimos.

Figura (II.1): Esquema das Situacdes Experimentais Tipicas

ESTADO |PERTO DO EQUILIBRIO LONGE DO EQUILIBRIO
PERTURBACAO
FRACA Resposta Linear (Teorema da |Resposta Linear de Sistemas
Flutuagdio- Dissipagdo, Teoria |Desequilibrados
de Kubo, Fungdes de Green)
FORTE Respostas Nio-Lineares Interferéncia entre perturbagio
(Desviacdes termodindmicas | mecanica e térmica
pequenas ¢ sistema passivo)
METODOS DE CALCULO Fungles Respostas em termos | Fungdes respostas acopladas a
de flutuagdes em equilibrio. equagdes de evolugdo
macroscopica

Como ja expressado, inicialmente nos ocuparemos da usual resposta linear,
i.e., a situagdo do dngulo superior esquerdo no esquema da figura acima. Tipicamente, iremos
nos bhasear na teoria de perturbagdo a partir de um estado inicial de equilibrio. Assim sendo,
lembremos, em primeiro lugar, que a Mecénica Estatistica de equilibrio tem adquiride uma
formulagéo totalmente satisfatoria dentro do formalismo iniciado por Gibbs. Ela proporciona
uma interpretagdo sistematica do comportamento em equilibrio de sistemas termodinamico desde
um ponto de vista microscépico.

O estado macroscopico de um sistema de muitas particulas, 1.e., aquele
acessivel experimentalmente, ¢é especificado por um nimero pequeno de macrovariaveis, por
exemplo, temperatura, composi¢do, pressdo, volume e pardmetros associados a forgas
externas. Como o estado dindmico, seja classico ou quintico, resulta incompletamente definido
a partir daquela informagéio, a Mecéanica Estatistica se faz necessaria quando se quer ligar a
descrigdo macroscopica com a microscopica, como bem conhecido.

Por outro lado, uma descricio fenomenoldgica do comportamento
macroscopico, sem fazer referéncia a dindmica microscdpica subjacente, € possivel, e ¢ dado
pela Termodindmica, seja a de equilibrio ou a imreversivel (fora do equilibrio).  Sabemos
também que, quando os valores das macrovariaveis sdo inconsistentes com os de equilibrio,
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acontecem processos de transporte, como, por exemplo, difusdo de calor, difusdo de matéria,
fluxo de fluidos, etc. Os fenémenos de transporte mais comuns s3o da Hidrodindmica, ie., as
equacdes de continuidade, movimento e transporte de energia, suplementadas por certas
relagbes empiricas que ligam as correntes de massa ¢ de calor e o tensor de tensdes com os
gradientes das macrovaridveis, ou de fungdes destas varidveis, como, respectivamente,
potencial quimico, temperatura e o tensor de deformag¢des. Estas relagdes suplementares
constituem, nas suas formas mais simples, as leis de difusdo, condugio do calor e fluxo de
fluido viscosos, as quais contém certas contantes caracteristicas do material, como os
coeficientes de difusdo, condutividade térmica e viscosidades, que dependem do estado
macroscopico do sistema. A chamada Termodindmica Irreversivel Estendida, de recente
desenvolvimento, permite incorporar as equagdes suplementares da Termodindmica Ireversivel
Generalizada, a que acabamos de referir-nos, como equagdes fundamentais e acrescidas de um
termo de relaxagio ja previsto por J.C. Maxwell, em 1867. Este termo faz com que as equagdes
fenomenolégicas do tipo de equagdes diferenciais parciais parabélicas passem a ser hiperbdlicas,
eliminando assim a dificuldade de propagagdo com velocidade infinita que resulta das equagdes
suplementares. Finalmente, dentro da teoria fenomenolégica, sf#o derivadas equagdes
diferenciais de transporte, junto com a especificagio das condigdes iniciais e de contorno, para
as macrovariaveis, assim permitindo determinar ¢ estado macroscopico como uma fun¢do do
tempo e da posigfio no interior do sistema.

A Mecénica Estatistica de ndo-equilibrio tem dois abjetivos principais:

1. A formulagido das equagdes diferenciais macroscopicas de transporte, a
determinagdio dos seus limites de validade, e a obtengfio dos coeficientes de transporte, a
partir da estrutura do sistema em escala microscépica e em termos das forgas que agem sobre
as particulas constituintes.

2. A derivagio de uma teoria da funcio resposta, descrevendo os
afastamentos do equilibrio termodindmico produzido por forgas externas.

Nos dois casos, um passo preliminar e de grande importdncia, consiste na
necessidade de examinar a operagio a ser realizada para medir uma propriedade num sistema
cujo estado macroscopico esta variando no tempo. Como sabemos, o estado dindmico de um
sistema com muitos graus de liberdade esta incompletamente definide pelo pequeno nimero de
varidveis que caracterizam seu estado macroscopico, Assim,

* a primeira operag#o no estudo tedérico de uma operagdo de medida
consistira em fazer a média do sistema, ao tempo t, sobre um ensemble representativo de
todos seus possiveis estados microscopicos acessiveis.

Embora em geral esta distribui¢ao inicial é arbitraria, como trataremos no que
segue com sistemas poucos afastados do equilibrio, o ensemble representativo serd o
microcandnico, ou, mais comumente, o candnico e ¢ grand-candnico.

A segunda operagfio no tratamento consistird em:

e a média temporal da propriedade em questio em cada replica
representativa no ensemble, com um estado dindmico especificado ao tempo t, sobre um
intervalo de tempo At, macroscopicamente curto, porém microscopicamente longo.

Se a flutuagiio da média temporal da propriedade no ensemble ¢ pequena, a
quantidade calculada pelo processo indicado tera valores com pouca dispersdo. A quantidade At
representa tipicamente a resolu¢fio temporal do instrumento de medida. Agora, se a resolugdo ¢
suficientemente fina, digamos menos que os tempos caracteristicos de relaxaco de flutuagdes,
sera observada uma dispersdo de valores medidos independentemente das caracteristicas do
instrumento; estaremos registrando o movimento Browniano generalizado das particulas do
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sistema. Nestas condigbes poderiamos dizer que deixamos de ter uma propriedade macroscopica
(no sentido da Termodindmica), e tal categoria ficaria restringida a classe de situagdes em que a
medida ndo depende sensivelmente de At. Um exemplo em que tal situagdo pode apresentar-se €
na espectroscopia laser ultra-rapida ao se chegar a produgio de pulsos e detec¢do de resposta
oticas em intervalos de femtosegundos.
Finalmente, uma terceira operagfio de média é ocasionalemte necessaria se a
propriedade em questio é uma fungdo de posigéio. Esta é
¢ a média sobre uma regifio no espago, macroscopicamente pequena,
AV(r), representativa da resolugéio espacial do instrumento de medida.

Assim, em geral teremos que a medida a(F, t) da grandeza fisica A(F) deve ser
colocada em correspodéncia com o valor calculado

(AGY) = AV() & —Imwr {AF)e(t + )}

A r

Um exemplo partlcularmente interessante ¢ instrutivo de aplicagdo destes

conceitos € o caso das equagdes de Maxwell em meios materiais, que consideraremos em futuras
Notas, e antes de deixar esta Introducio, podem ser desejaveis mais alguns comentarios sobre a
magnitude do intervalo At. Evidentemente, para obter uma descri¢do macroscépica adequada,
¢ necessario selecionar At de modo que, por um lado, seja pequeno comparado com o tempo de
variagio secular dos observaveis do sistema, porém suficientemente grande para assegurar a
regressio de flutuagdes microscopicas na distribuigdio das particulas. Num gas diluido, a
equagio de Boltzmann dara uma boa descrigio enquanto At for maior que o tempo médio entre
colisdes. No caso de um gas de elétrons na descrigdo de campo médio (ou aproximagdo das fases
aleatorias), At devera ser maior que o tempo de uma colisio, tipicamente dado por 2nfw, ,

onde o, € a frequéncia de plasma, o,°=4me?/eom*, com n a densidade, ¢, a constante
dielétrica estatica do materiai e m* a massa efetiva, Tipicamente ¢, =10 ,m*=01m,, onde mg
€ a massa do elétron, e assim, para diferentes valores de n, temos os valores

n 110" em™ 1%10"® gm™ 1x10"° cm™®

2n/m 0 35ps 110fs 35fs

No caso de liquidos, a analise das colisdes € muito complicada, e um critério
para a validade da descrigdo macroscopica pode ser estabelacido, requerendo que At seja muito
maior que o intervalo de tempo durante o qual exista uma aprecidvel correlagdo entre as forgas
intermoleculares.

J4 mencionamos o fato, do qual trataremos aqui, de que esti claramente
estabelecido, que a maioria, sendo a totalidade, dos experimentos que sdo realizados sobre
sistemas fisicos e fisico-quimicos, sdo muito convenientemente discutidos em termos de fungdes
de correlagdo. Tal questdo comegou a ser elaborada na década de cingilenta, comegando com o
teorema da flutuago-disipagdo de Callen ¢ Welton (1956), a teoria de transporte de Kubo
(1957) e o formalismo das fungdes de Green Termodindmicas de tempo duplo de Bolgollubov-
Tyblikov (1957). Previamente dispunha-se essencialmente da teoria de transporte de Boltzmann
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com seus métodos associados como o variacional, a aproximagio do tempo de relaxagdo, ou
método de Hilbert-Chapman-Enskog; ou ainda alternativas, como as equagdes da
Hidrodindmica, com suas equagdes (leis) auxiliares; ou tratamentos fenomenolégicos ou quase-
fenomenolégicos, como as equagdes de Bloch para a ressonincia magnética, etc.

Pode-se dizer que n#o h& praticamente uma é4rea da fisica da matéria
condensada que ndo tenha sido formulada em termos de fun¢des de correlagio. Toda vez que
estejamos interessados na resposta de um sistema fisico a alguma forga externa, as fungdes de
correlagiio tém se mostrado como uma linguagem extremamente apropriada para descrever e
estudar um processo de observagio ¢ medida. Nos casos em que o sistema fisico permanece em
equilibrio, elas proporcionam ampla informagfio sobre as flutuagdes estatisticas intrinsecas, e
assim sobre as propriedades fisicas do sistema. Em particular, fornecem uma forma conveniente
¢ transparente para ligar a descrig#o microscépica reversivel (i.e., a dindmica seja cldssica ou
quintica), com o comportamento macroscopico e irreversivel (i.e., termodindmico) mostrado
pelo experimento, e aqui entra a Mecanica Estatistica.

Desnecessério dizer que existem enormes lacunas conceituais no reino da
Mecénica Estatistica, amplificadas por aquelas associadas a instabilidades de trajetérias no caso
classico, e a problematica carregada pela teoria quéntica da medida. Diversas perguntas, que
podemos catalogar de ambiciosas, porém muito interessantes, fundamentais ¢ de enorme
dificuldade, t€m tido uma longa, controvertida e colorida histéria. Por exemplo: Como um
sistema de muitas particulas com interagdio, cuja dindmica microscépica é invariante no tempo
por invers3o temporal, evolue irreversivelmente para um estado de equilibrio termodindmico?
Por que tal equilibrio termodindmico é sempre atingido independentemente das condi¢des
iniciais impostas sobre o sistema? Algumas respostas parciais existem, como o celebrado
teorema 7 de Boltzmann (que tem mais de um século), ou tentativas mais recentes baseadas no
método de equagdes mestres (Pauli, van Hove, Prigogine), ou no método do operador
estatistico de nfo-equilibrio (Zwanzig, Robertson, Zubarev, Prigogine, etc.). Também ndo
devemos esquecer que a prépria formulagio da teoria dos ensembles de equilibrio de Gibbs
carece de uma fundamentagio que esclare¢a porque funciona satisfatoriamente; ja nos referimos
a0 assunto no capitulo anterior.

Evidentemente nio nos preocuparemos comn esses problemas, mas tratar de
questdes praticas. Admitiremos que um sistema de muitos corpos atinge um estado de equilibrio
termodindmico, em forma irreversivel e dependente dos vinculos macroscopicos (como presséo,
temperatura, etc.) impostos sobre ele, e que seu estado macroscopico é bem descrito pela
Mecénica Estatistica de Gibbs, que permite calcular propriedades mensurdveis, em equilibrio,
de tal sistema, com a dinimica microsocépica governada pelas equagdes de Hamilton ou de
Schroedinger. Assim sendo, estaremos querendo descrever os processos gue resultam quando
uma forga externa perturba o sistema, e nos restringiremos a condi¢fes perto do equilibrio, no
chamado regime linear a ser definido na proxima sec¢do. Um vasto nimero de situagdes
experimentais entram nesta categoria: estudos de espectros infra-vermelho e Raman,
espalhamento inelastico de neutrons, elétrons e radiagdo eletro-magnética; atenuagdo actstica,
diversos fendmenos de transporte, e muitos outros. Em todos estes experimentos o que
provamos é o comportamento dindmico de flutuagdes espontineas ao redor de um estado de
equilibrio conhecido.

Passemos em continuag#io ao tratamento do assunto.
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I.2a) Fung¢bes de Correlacdo e Medida Experimental

Um dos principais problemas da teoria dos processos irreversiveis ¢ o estudo
dos efeitos sobre os ensembles estatisticos de diferentes perturbagdes que modificam o estado de
equilibrio de um sistema. Aqui trataremos exclusivamente o caso em que a perturbagdo ¢ de
carater mecénico, i.e., devida 4 agfio de campos externos ¢ podendo ser descrita completamente
por um termo no Hamiltoniano, correspondente a energia de interagfio do sistema com 0 campo
dado. Para estas situagGes, como antecipado na sec¢dio anterior, as fungdes de correlagdo
(dependentes do tempo) constituem uma descri¢do que podemos qualificar de inevitavel de toda
medida fisica. A razfio é que a resposta de um sistema a uma perturbag3o externa pode ser
sempre colocada em termos de fungdes de correlag3o do sistema nfio perturbado. Esta é uma
correlagdo importante ja que estabelece que processos dindmicos de ndo-equilibrio podem ser
ligados ao caiculo de valores médios no ensemble de equilibrio. O caso mais geral, e ao qual
dedicaremos exclusivamente nossa atengdo neste capitulo, € quando a perturbagdo produz
variagbes lentas no espago e no tempo de todas as grandezas fisicas, e sua intensidade €
suficientemente fraca como para que a resposta do sistema possa ser descrita dentro de uma
teoria linearizada na intensidade do campo aplicado.

Em forma genérica, podemos descrever assim uma experiéncia [vide figura
(IL.1)]): Um sistema fisico amostra, composto dos subsistemas ¢,,0,,...5, €std em contato com
um conjunto de reservatorios Sg. Uma perturbagdio P(t), que acopla-se ao subsistema o, &
aplicada e uma certa resposta R(1) é detectada. Na figura foi incluida a presenca de alguma
eventual fonte de excitagdo, ¢ os diferentes t; representam inversas de taxas de transferéncia de

energia € momento entre os subsistemas €, com 1,5, destes com os reservatorios.

TEGRIA DA

P{t) -e-—— FUNCAO RESPOSTA ——» R{})

FONTE: é DETECCAQ:
PERTURBACZAD RESPOSTA

] TR

™ o o

g 1y ) =

< T2 1T A

8 f2R - 2

g | 0, &

w i | &

= TrR wy

é . dl’ - [« <

Figura (11.1). Esquema diagramatico do experimento.
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Chamemos a atencdo a esta altura do importantissimo fato de que temos a
condigdo inicial macroscopica, consistente na informagdo de equilibrio da amostra com os
reservatorios. A resposta R(t) depende entdo das variaveis termodinamicas que caracterizam essa
condi¢do de equilibrio, e.g., temperatura, pressdo, etc. € claramente devemos recorrer a um
tratamento mecano-estatistico da questio. Do conhecimento experimental (medida) de P(t) € R(t)
procurar-se-a, por meio de uma teoria, informagfo sobre as caracteristicas microscopicas do
sistema o). Esta informagfio consiste em geral daquela relativa a niveis de energia, ou, mais
precisamente, diferengas de energias, ou energias de excitagfo, do sistema e suas intera¢des
internas € com os outros subsistemas.

A resposta do sistema deve ser uma funcional da perturbagio, i.e.

R(t) = ofF:t},
(1L
com @(0)=R,, o valor médio em equilibrio na auséncia de perturbagdo. Escrevendo

8R =R(t}~ Ry, podemos esperar que seja possivel escrever uma expansio do tipo.
8R(t) = @, {P: l};+¢2{P2; t} + . (IL2)
onde @, {P“; t} significa uma funcional dependente da perturbagio P somente na poténcia n.

Estas funcionais, que devemos esperar ndo sejam singulares, admitem uma representagio
integral

t
o, {P:t) =Idt'x(t,.t') P(t), (IL3)
tn
t t
@, {P2t) = [t [t (1) P PLE7), (IL4)
b b

Aqui t é o tempo no qual a perturbagdo foi aplicada, t o tempo da medida, a
integracdio no intervalo (o, t) reflete o efeito causal da perturbagfio, i.e.,, a resposta ao tempo t
depende da historia prévia de aplicagdo da perturbagdo, e x,x., etc. sAo as susceptibilidades de
primeira, segunda, etc., ordem.

A aproximagdo da reposta linear consiste em desprezar na expansio acima
todas as contribui¢des de ordem superior ao primeiro, i.e.

t
SR poury = | (1) P(Y) , (IL5)
ty
ou seja, uma relagio linear entre resposta e perturbagdo. Exemplos tipicos que podemos
mencionar sdo, quando P(t) € um campo elétrico, R(t) € a polarizagdo ¢ x a susceptibilidade
dielétrica num isolante ¢ a condutividade num metal; se P é um campo magnético, R € a
magnetizagdio e y a susceptibilidade magnética, se P refere-se a um feixe de particulas
incidentes, e R ao de particulas emergentes, x tem o papel de tensor de espalhamento.
Para ilustrar melhor estes pontos, vamos tratar um exemplo simples que sera o
caso da particula Browniana do Apéndice 1I.A, num limite classico. Consideraremos a particula
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em questio como um oscilador de frequéncia o, € carga e,, na presen¢a de um campo elétrico
e(t)=o €™ +c.c.. A Hamiltoniana total sera agora

j=1 i

N | p2 Y |
(wog]_-—+5num§x2_eug(t)x+z $+%mf[oj—§i{x] } (1L6)

As equagbes de movimentos (T1. A2a-d) do Apéndice 1L A permanecem, exceto
pela alteragéio de (II.A2b) para incluir a fonte externa, na forma

ﬁ=908() M(Do +Zm71{01 —?_XJ . (II.?)
j=1 C°J
e a solugdo do sistema é:

p=Mx=eqs(t)-Mad - j avT(t— t)x(t) + 1(t), (11.8)
onde )

T{t-t)= Z(mvj/m )cos:n (t-t), (IL.9a)

f(t) = Zmy,—[Qf -(7j /wf)x(tu)]GOSw,-(t— to)+

—
[
-

(1LSb)

+

Mz

(my [o, )Q sero {t - tg).

[}
-

i

Na equagdo, dita de Newton-Langevin, acima, podemos identificar as
seguintes contribuigdes a forga total no lado direito da equagéo:

1.) A forga de arrastamento externa, e (1),

2.) A forga elastica interna, -Ma 2x(t),

3.) Uma forga do tipe de atrito, f(t)* %(t), (onde =indica produto de
convolugio),
4.) Uma forca de interagio com os oscnladores do banho aos quais o oscilador
Browniano estd acoplado, e que depende das condigdes no instante inicial
to.
A componente (3) é caracterizada como o termo secular ou sistematico
dependente da constante de acoplamento v;, enquanto que (4) é o termo randémico ou de
“ruido” que somente pode ser especificado para cada conjunto de possiveis estados inictais em

cada experimento. A componente (1) é o termo de perturbagfio externa, e, sendo x(t) a resposta
do sistema a mesma, escrevemos na aproximacgio linear:

x(1) = j dt'x(t t")eqs(t’) (1.10)

Y
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Substituindo (I1.10) em (I1.8), obtemos:

2 t t t
M Mo 2 |f dtx(t t)ege(t') + [ dtT(t - ) 2= [ atug(t’, t*)ege(t”
dt? dt’
% o o (1.11)

= T at's(t - t'eoe(t’) + f(1)] .

Restringindo-nos ao caso de aplicagfio adiabética da perturbagdo em t; » —x e
fazendo as substitui¢des

L= et x(t1) e(tt Yo (L) I(tt"), onde®(t)é a fungdo degrau de
Heaviside, resulta

o0 2 =] .-}
I dt'[M% +Mo §}x(t, t')ece(t’) + _f atT(t - t')% J' dt"x(t", t")ege(t”)

- (I1.12)
- J at(t - ) eq(t’) +1(t")]
ou seja y deve satisfazer a equagio
dz 2 [ ¥ 1 d T L r H L
l:Ma-z—+ Mmo}x(t,t Jeos(t’) + T(t—t )dt, Idt At t7)eqe(t) (IL13)

= [eoe(t’) + f(t)o(t - )]

que ¢ uma equagdo de fungdio impulso. Na linguagem matematica, y ¢ a fungdo de Green
associada a Eq(I1.8). Com a forma proposta do campo, e(t)=e,6™" +c.c, e usando que, por

causa da simetria por translagdo temporal dos coeficientes e operadores da Eq, (11.13), devemos
esperar que y(tt')=x(t-t'), atransformada de Fourier no tempo da equagfio acima resulta

[—Mm.z +Mo 32 - iu:l"(m)]x(m)eoso = 898 +f(0). (11.14)

Voltemos por enquanto a Eq (IL.8). Ela é solugio a nivel mecédnico e, como
mostrado no Apéndice IL.A, dependente da condi¢3o inicial mecinico-microscopica do sistema,
através das varidveis ao tempo inicialx(0), Qf, Q7. Porém, como ji enfatizamos antes, a

informagdo disponivel é ao nivel macroscopico de equilibrio com os reservatorios. Assim,
devemos interpretar o resultado obtido como correspondente ao caso de uma das infinitas
réplicas no ensemble de Gibbs correspondente ao problema e realizar a média estatistica sobre
todas as réplicas. Usando o procedimento de Gibbs teremos a média da Eq.(11.8), introduzindo
nela
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(1) = [ artipr),
¢ similarmente para suas primeira ¢ segunda derivada temporal, onde

] . d : d
() = f dr () o() = [ a1 ) pr) = (et

etc.,
(F() = J' drf(t) p(I") =0,

jaque p, que é a fungho de distribuigfio de Gibbs de equilibrio (canénico, grand-canénico, etc.)
¢ par nas coordenadas Qf e Qf =P /m, e assim em F(t) os valores Qf e -Q?, etc. tém igual
peso estatistico, fazendo nulo o valor médio, como indicado;, I', como usual, ¢ o ponto no
espago de fases do sistema,

Entdo, na média estatistica, f(t} desaparece na Eq. (II.13), assim como f(w)na
Eq. (IL.14), com x entdio representando o comportamento estatistico médio. Nessas condigdes,
da Eq. (II. 14), obtemos que

x(@) = (4M)/[03 - 02 - (o] (L15)
onde y(o)=T(a)/ M, com x{o) e y(n)sendo fun¢des complexas da variavel real » . Escrevendo:
o) =v'(0)+ v o) exfo)= x'(o)+n (o) (11.16)
resuita que
(o) = (1/’M)/{[m§ —0? +oy "(m)] ~ioy ((o)} , (L17)
1 m§~m2+my'(m)
1'(0)=Rex()== : (IL.18a)
M [mg -0? +w'y"(m)]2 +[my’(m)]2
(@) =Imxfo)= - o) . (IL 18b)

) ﬁ[cmg ~0? +oy "(m)r +[(oy'(m)]2

Para fazer uma analise inicial destes resultados, vamos comegar por simplificar
ainda mais o modelo, utilizando a chamada aproximagio de Drude que consiste em tomar
y(o)como uma constante y. Isto quer dizer que I'(t-t’)=Myd(t-t’) e a forga de atrito é -Myx(t),
i.e, supfe uma resposta instantdnea sem efeitos de memdria. Entdo, a equagdo para
x(t,1") neste caso é:

Ht-t)+ vt - t) +odx(t-t) = —8(t - t'), (IL19)

1
M
e entio

Mo)= M yo) +ix(o), o (1L.20)

0 -2 -ioy
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)= _ (I1.21a)

1"(0) = o oY (1L21b)

Prolongando a fun¢o x(w) ao plano complexo, vemos que apresenta polos nos

pontos
z

+ Jo2 -13-. (11.22)

b -
0 =-

=

Colocando t=t-t’, podemos calcular a anti transformada
_ E ~ize
)= f3e 1@

com o contorno de integragdo ao longo do eixo real (-w<ws<x), e fechado no semiplano

superior ou inferior dependendo do sinal de <.
Primeiro obtemos que se 1<0, te, t<t', na integragio num circuito
fechado no semiplano superior (z=w +iy, onde em coordenadas polares o =pcoso e y=pseno ),

temos que
. a7t e-lz|:] =eim|de~y|tl =e'1m|t|e—psanqp]t|

tende a zero quando p-— . Como % € regular no plano superior, entdo x(t)=0, para 1 <0, ou
seja, t<t'.

Analogamente, se t>0, i.e, t>t', na integra¢io num circuito fechado no
semiplano inferior (z=w —iy), temos que

g7t — gitg-Yt e_yme-psanw[d

tende a zero quando p—~, ex(t)tendo polos implica x(t)=0, entdo x(r)é proporcional a
fun¢do degrau de Heaviside &(z).
A integragdo final, usando a teoria de residuos resulta em que

. —Et 2 12
x(t) = %@(t)%sen[[mg - TT) r} . (11.23)
Y

0} -1

A presenca da fungéio de Heaviside reflete a natureza retardada e causal de y: a
resposta depende da historia prévia ( ' <t) do sistema porém nido pode depender, claro esta, de
causas em tempost’ apds o tempo t da realizagdo da medida. Com isto podemos, sem introduzir
modificagiio nenhuma, extender o limite superior de integragfio na Eq.(IL.5) para infinito, i.e.
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R(t) = J' dty =x()*P(y), (I1.24)

que, por definigio ¢ o produto de convoluagfio da susceptibilidade com a forga externa,
Observemos que continuamos a supor aplica¢do adiabatica da aitima no passado remoto.
A Eq(I1.23) descreve o comportamento de x(t), ie., o deslocamento do

oscilador quando ¢ aplicada uma forca impulso. (Um sistema mecdnico deste tipo ¢ o
galvandmetro balistico). As figuras (11.2) e (T1.3) descrevem duas situagdes assintoticas.

l.)ag >v/2: o sistema oscila com frequéncia w, e amplitudes amortecidas,
com vida média 2/y ,

v~

VAR A=l
JAVARvan

Figura (I1.2}). Oscilador amortecido.

2.) wg <v/2: o sistema estd superamortecido, i.e., ndo ha oscilagio

1

Y

Figunra (I1. 3) o oscilador superconortecido
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Voltemos agora para analisar as transformadas (o) das Egs (11.20) e (I1. 21).
Elas s80 em principio mais interessantes que as susceptibilidades fun¢do do tempo, e isto por
duas razbes, primeiro porque tipicamente as medidas experimentais sdo realizadas com
espectrdmetros que registram as transformadas de Fourier da resposta do sistema, e segundo

porque a transformada de Fourier do produto de convolugdo (I1.19) é o produto algébrico de
transformadas, i.e.

Ri{®)=x(0)P(0), (11.25)
ou seja que

xe) =R(w)/P(o) (126}

define a amplitude Fourier da susceptibilidade como a variagio na amplitude da resposta por
unidade de amplitude Fourier da forga aplicada.

Para o caso o, > v/2 podemos observar que o comportamento das partes reais €
imagindrias de y € graficamente descrito pelas curvas seguintes

x'(®)
el ®o
1mo} ®
’ e
- -1/mo?
Figura (11.4). A parte real da suscepiibilidade no oscilador de Drude.
oX' (o)} |
|
| v/ m 2
| -
®, Q)]

Figura (11.5). A parte imagindria da susceptibilidade no oscilador de Drude.

A parte real, dita ativa, tem um zero na frequéncia propria do oscilador ag,
enquanto que a parte imaginaria, dita passiva, multiplicada pela frequéncia ¢ ¢ maxima nessa
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frequéncia. Para frequéncias grandes (o >>w,), observam-se os comportamentos assintoticos
1(@) > -YMo?, ox"(0) > v/Mo? aaltas frequéncias, e a frequéncia zero ox” -0, x' > v/Mao?.
Conhecidas entdo x'(0)e ox"(), podemos entfio determinar os trés pardmetros caracteristicos

do sistema o,, M™ € vy, energia de excitagdio, constante de acoplamento e a constante de atrito.

Estas partes reais e imaginarias nfio sfo independentes uma da outra, ¢ o
conhecimento de uma delas para todos os valores da frequéncia permite determinar a outra nas
chamadas relagdes de Kramer-Kronig, como logo veremos. Previamente vamos mostrar que a
componente imaginaria , i.e., a associada com a parte da resposta que esta fora de fase com o
campo externo, esta relacionada com a tranferéncia de energia do campo externo para o sistema.
Para isto, calculemos a poténcia instantinea transferida

W(t) = F()x(t) = F(t) jdt'—x (t')=F(t)Idt'J dz”’ (-0 (o F(t)e ™) (11.27)

€ para uma forga monocromatica F(t)=F, cosat = F2 (e"“‘ + e""") , obtemos

qaq@qaqa

et + *""‘ Idt'J‘ do’ (-0 Yxfo e “)[e’“" + *"""]

(
(e""t + e"”‘) (—im Yl ’)211[6((0 ~0')+8o - o ']Ie‘“’" =

(11.28)

(ta""’t +e” )(—Im [x o)e™! x(o:u)ei""} =

(—ie {x [1 +0 '2““] x (o [1 +e'2°°t]}

Este é o valor instantdneo da poténcia; o valor medido ¢ a média sobre um
numero n de ciclos 2n/e ,

Znn/
Fé

J’dtWt)—-—(-.m o) - x *(0)] =-01"(0). (IL 29)

Escrevendo Fy =e4E, e dividindo pela densidade de energia E2/2 do campo
externo, temos que ox"(e)=afo) é a fragdo de energia do sistema externo transferida por
unidade de tempo ao sistema, chamado coeficiente de absorgdo. No modelo fenomenolégico

_ e2M1yp 2 ’ ] &M
( ) [m%—m2]+(m7)2 [ ]

com o sistema absorvendo numa banda extensa de frequéncias (tipicamente de largura 7).
Quando y — 0. obtemos
afe) = 2rce§M‘1a:-§{8(m ~og)+8(o +m°)} ,
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com o sistema absorvendo numa banda extensa de frequéncias (tipicamente de largura v ).
Quando vy - 0, obtemos
ofo) = 2re3M 0 2{8(03 —og)+8o +(o°)} ,
e da-se absor¢io numa tnica frequéncia, aquela de ressonédncia com a frequéncia propria og.
No caso de um dipolo elétrico na cavidade de um corpo negro, se tem que a
forga de atrito é (e“’ /GnMca)'i'(t) [“freiado da radiagdo”, vide e.g., Landau e Lifshitz, Theory of

Fields], e assim, y(0)=02%e?/6aMc®, proporcionando

cox"(m] ~ [ 2/61:Mc /{[ 2 o ] ma/GnMchz

onde pode observar-se a dependéncia na poténcia quarta da frequéncia, caracteristica do
scattering Rayleigh [e.g. Landau e Lifshitz, Electrodynamics of Continuos Media. Cap XIV.
(Pergamon, New Yok, 1960)]. Voltaremos sobre este ponto ao tratar da quest3o de espalhamento
de radiagdo por meios materiais. Antes vamos derivar as

I.2b — Relagdes de Kramer-Krénig (K-K)

Estas relagdes estabelecem que as partes real e imaginaria de y(o)satisfazem

que
x(o)= DVIS% :)(13 , (11.30a)
Id‘” x (m (I1.30b)

Ha viérias formas de provar estas relagdes, aqui usaremos a seguinte, que ¢ um
bom exercicio de fungdes analiticas.
Introduzindo z=e +is, com s>0, o teorema de Cauchy estabelece que

2)= fdor xlo) _pdz x(z)

2niw'-2z J2miz' -2’
ja que x(z’) € limitada no plano superior, e, a mais como a fungéo x(o)[w’ - z']‘1 ¢ analitica no
semiplano superior, podemos escrever

A2)= [ oo o' -2 2o -2} ;

é‘-—-na

ja que a altima integral € nula. Usando alternativamente o sinal positivo e negativo nesta
expressdo, obtemos

28



11.2b - Relagbes de Kramer-Kronig (K-K) 1;}’

1) o e~ = | oY~
Coloca—;do r=%"+ix", resulta‘:,la primeira identidade que
Rex(z) I—Imx YRefo’ - 2],

e da segunda

Imx(2) j—-—lmx( Yim[a -z]

Com estes resultados
%(z) = Rex(z) +Im(2) =
= I_d:tllm x(m '){RG[D) f = z]_1 + ilm[oa' - z]"} =

= d ' xu(m !) * do xn(m l)
— m A ' H
"l x o' -w-is 0 PV n u:-'—o)-Hx (m)

- —

onde usamos que

. 1 1_.
tim =pv—F ind(x
-0 Xt i$ P X ()

permitindo estabelecer a validade de (11.30a)
Similarmente

Imy(z) = —T %’-Re 1o )Refo’ -2,
Reyx(2)= T%;Rex(m Yfo ' -2]™",

e x(2)= -T%Rex(m ’){Im[m ’ z]-1 ~iRefo’ - Z]-!} =

o
_ [ do’ X
in o -m—ls

-t

j‘dm 'X,(OJ

=+ x'(0)

provando a segunda relagdo de Kramer e Krénig.
Deve ser notado que a unica importante propiedade da fungio x(eo) usada na

demonstracdo ¢ a de que é uma fungio regular no semiplano superio; consequentement,
podemos dizer que as relagdes K-K sdo uma consequéncia do principio de causalidade.
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I.2.c — As Regras de Soma (expansdo em momentos)

Nesta subsegdo vamos discutir relagdes entre a fungdo resposta ¢ as
caracteristicas do sistema, em particular a forga viscosa. Usando a formula de Cauchy com
z=o +is e considerando o limite de frequéncia grande, |2/ -« , obtemos

_fde’ x(e) oM,
)= [ HE) 15 a3y
onde
M, = I %m'“x"(w ) (11.32)

sdo os momentos de ordem n da parte imagindria de x. As equagdes (11.32), que vdo dar

numeros dependentes das caracteristicas do sistema sio chamadas de regras de soma.
No modelo fenomenolégico, na aproximagéo de Drude, temos

My =0, e My, =0, jaque x" é fungiode o . Agora

t do T do’ vo 2 /M
M, = | — i = =
! Inmx(m)jin 2 _ 2] 2
0 -3 [0)9 0 ] +('fﬁ))

L]
el e
M_m27c w%—mz +iyw m%—mz-iym

=1§9z z - z 1
MJ2ri 102 -22 +izy w-2°-izy| M~

i.e. M, é igual 4 constante de acoplamento.
Mas se calcularmos My Ms,... e My, com n=1, vemos que todos eles

divergem, ou que a expansdo acima, para frequéncias grandes ndo é valida no modeto de Drude.
Isto contraria o fato que

M- M- (mg-in]
xz) = - - 1+ 0 ———} ,
() 03 -z% —izy 22 { z?

e que pode mostra-se (faremos mais adiante usando o teorema flutuagio-dissipagio) que todos os
momentos devem ser finitos ¢ a série convergir.

Podemos intuir a razdio desta falha do modelo, foi usada a aproximacgio de
resposta instantdnea -Myx(t), porém quando a frequéncia da forga de arrastamento € muito
grande, e 0 movimento vai acompanhar esta frequéncia, é razoavel esperar que 0 meio nio vai
acompanhar a rapida oscilagdio da particula Browniana. Em consequéncia, y deve ser uma
fungéio da frequéncia que deve anular-se no limite em que v -0, alids mais rapidamente que
qualquer poténcia de o, de modo a conservar finitos os momento
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M, = _l:TI "lm[co§ —0? -im'r(u:)]_1

Isto nos diz que a Eq.(II.15) é a forma geral aceitdvel para o problema. Se
€SCIEvVermaos

¥(0)=1"(0)+iv"(0) (IL.33)

teremos para as componentes ativas e dissipativas de x

x'(0) =1, % -w=-m;, (o) = (I1.34a)
[m% -p? -mv"(m)] +[0)‘f'((l))]
2.
ox"(0) =f, A G , (I1.34b)

[m% ~0? —my"(m)]z +[m7'(cn)]2

onde fy, substitui de forma genérica o coeficiente 1M do nosso modelo e é denominado
“intensidade do oscilador”.
Observemos que como a forga viscosa é causal, entfo y(z) é analitica no

semiplano superior € suas componentes real e imaginaria satisfazem relagdes do tipo K-K:

2= Id:: ) o) (IL35)
y'(@) = -pv %T:(fc)) , (IL36a)
y"(o) =pv j di ;:(_(3 , | (IL36b)

Varias observagdes podemos fazer sobre as expressoes (11.34). A primeira é
que a frequéncia normal (excitagio) o, estd renormalizada. O zero de x'(») n3io mais

corresponde a w =w,, mas a frequéncia solugdo da equagéo (quando ¢’ =0)

0 -oy"(o}-03 =0 - (IL.37)
cuja raiz chamaremos de @,. A frequéncia normal pode obter-se a partir da
susceptibilidade estatica '

03 =1, /1'(0) (1L38)

Ademais, se admitirmos que a fungio oy'(e) varia suavemente no entorno de
@p , podendo usar para © =3, que oy(®)=doy(@,), ¢ expandindo wy"(e) em série de
poténcias de o -&,, obtemos

T e £ T
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x(0) =1, al °2)"’°”'(“’° , (11.39)
~ 3 2 - 2
( g — @ +[(J)UT'(C00)]
7(50)- (@) (Eo) . (IL40a)
2 (@)= [1 + 50—?—2{97 "(m)} B (11.40b)

Para derivar este resultado temos usado que, de &3 -6,v"(@¢)-05=0,

resulta que
BoY"(@0)=8 ~0& etambém escrevendo
Q=02 e Q,=82, que
or"{0) = 8ov"(d o) +(Q— ﬁo)é%[my"(m)]ﬁo +..=
=5o1"(50) (0 +Fo)o -50) 2L or (o)), +-=
=Go1"(0) (0 +Fo)o - Fo)gz—rforo)]; +.-
=Boy"(@0)+ (0 - o)== [or ()], + (0 -Fo)
ou seja

tendo sido usado que © +3¢ /20 =1 paraw =@ .
Graficamente, teremos:

G X'|
By £ (By)

M (Bo)

-

figura (11.6). Parte imagindria da susceptibilidade na aproximaqgdo descrita no texto.
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11.2c-As Regras de Soma (expansdo em momentos)

Na figura (IL6), ¥(G,) € a largura da linha a meia altura da ressondncia em
Do, 2(6 0) ¢ chamada de “intensidade do oscilador” ¢ mede a fragdio do movimento oscilatorio

que participa no modo normal. Como y’>0, entdo doy”/do?<0 e Z<1.

Resumindo, enquanto a fungdo oy{e) ¢ uma fun¢do de variagdo suave ao
redor da ressondncia em @,, 0 contorno da linha de absorgiio pode ser aproximado por uma
Lorentziana com trés parimetros caracteristicos:

1.) a frequéncia de ressonéncia &,

. . ' & — -1

ii.) a vida média [7 '(wo)] ,

iii.) a intensidade do oscilador Z(&,).

l.2d- Modos Hibridos (ou oscilag6es hibridas)

Voltemos para o modelo do oscilador Browniano. Neste caso, temos

N .2

Y(1-t)=T(t-t)M=23" Y o5 (t-t) ,
M n?
| N = (Il1.41a)
’ _m Ti T
Y(w)_ﬁ;;?'f{a(m m)+6(m+m,)} ,
2 *do Sl +o)+d
o A_MY dow ( ) ( J)
Y (m)_MZ;T Epvj_;:— a'-o -
! \ - (IL41b)
My o
MZmi 0l -@2
i i
As ressondncias correspondein as solugdes de
my .
-0 +mZMm: 7 jz=o (11.42)

ou

2
(mz—mg)n(mz—m]?)—mzzgﬁi— (mz—miz)=0 (11.43)

j j
onde 0? /N= (myl Mo ? ) Evidentemente Eq. (I1.43) é de ordem N+1 em o? e terd esse namero

de raizes, 6%, k=12..,N+1 ou ressonincias em x". Consideremos o caso em que todos 0s o
sejam iguais, assim como os y;. A Eq. ([1.43) proporciona N-1 solugdes degeneradas o =o?,
¢ duas solugdes hibridas dadas por :
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I1.2d- Modos Hibridos (ou oscilagbes hibridas)

(02 -03)0?-0?)-020?=0 (11.44)
ou segja

N =%[ag +m12]:|:—;~‘/(5§ +od) -4020?, (1L45)
onde colocamos

de=w?+0? (11.46)

W4
- / 7~ Oy

— AT
@y= f0d+ Q // 7£_.~..__
o, b — — __7_/_____
S o
7z

Figura (I1.7). As frequéncias dos modos hibridos.

No limite em que nfio ha interagfio entre os sistemas y =0, as solugdes sdo os
modos normais vy € o, . Para y=0 (i.e. Q, =0) as frequéncias normais, mais precisamente

ressondncias, mostram a mistura (hibridizagdo dos modos puros). Podemos observar que para
baixos valores de o4 , a ressondnica de mais alta frequéncia w, € especialmente uma vibragio

. : Al - 12 :
do oscilador modificada sua frequéncia para @, =(m§ +Q,2) , enquanto que a de baixa

frequéncia modificada para &2 =(mu/c'50)2m;". A relagdo de frequéncias @, /oo esta ligada a
susceptibilidade estatica

~ 2
(l)o 0)%+Q12 2
- ="""""‘_=1+Q1f0?f.(0)'

Wg 03

que no caso optico é a chamada relagfio Lydanne-Sachs-Teller (vide, Ch. Kittel, Introduction to
Solid State Physics).
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11.2d- Modos Hibridos (ou oscilagdes hibridas)

Existem mutiplos exemplos deste tipo de hibridizagio

« modo longitudinal 6ptico - modo de plasma
modo ciclotronico - modo de plasma (modos de magneto-plasma)
modo transversal Optico - radiagio eletromagnética (polariton)
modo ciclotrdnico - modos acisticos (modos magneto acusticos)

A frequéncia de plasma é variada com a concentracio de portadores,
o?=4mne?/m, a frequéncia dos modos ciclotrdnicos com a intensidade do campo magnético,
@, =eB/mc, adaradiagdo com o comprimento de onda, o =2nc/A.

Devemos observar novamente que todos os casos correspondem a ressondncias,
i.e. modos de vibragiio que ndo sfo estados mecénico-quinticos estacionarios, mas tém um
tempo de vida finito. A diferenca entre um nodo normal e uma ressondncia pode ser
caracterizada pela forma da fun¢do x"(»).

a.) No caso de um modo puro x” assume a forma de uma fungfo delta de Dirac
centrada em oy, enquanto que

b.) No caso de uma ressondncia distribui-se em torno de um pico em d,, como
mostrado nas figuras (I1.8a) e (I1.8b)

A | -
X (w) L ()
|
N

|

t

|

i

- - !

. ~
0o W W,
Figura (II.8a). Modo puro Figura (I1.8b). Ressondncia

Vejamos um par especifico de exemplos de modos hibridos:

1.) Modos hibridos de fonons TQ e fétons (poldriton). a relagio de dispersdo
esta dada na figura (I1.9). Trés tipos de onda podem propagar-se neste meio: uma vibragio
longitudinal mecénica, acompanhada por uma polarizagfo elétrica e com frequéncia oo, a
qual, no limite de longos comprimentos de onda que estamos tratando néio tem dispersdo, e duas
excitagdes transversais com frequéncias o ,{k}), mostrando forte disperséio, e que esti composta
de vibragdes mecénicas e eletromagnéticas. Estes ultimos modos hibridos no meio, as ondas
polariténicas, tem o polariton como quantum de energia de excitagio.
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11.2d- Modos Hibridos (ou oscilagies hibridas)

w?h "’42-\

-
Figura (I1.9): Relagdes de dispersdo para o modo optico consistindo de uma excitagdo
longitudinal o |, e duas ondas polariténicas transversais, ®,, o_

2.} Modos hibridos de plasma eletrénico e fonons LO. a relagdo de dispersdo
esta dada na figura (I1.10), onde os pontos sdo obtidos do experimento de espalhamento Raman,
do qual mostramos alguns espectros na figura (I.11).

nlem3)
o 1’ 1™ zxto™  anip®
: i L
&00}-
soa|l-
400 - FA PLASMA
FREQUENCY
b— N

FREQUENCY SHIFT [em™")

o VO T O T Y O 2 I T O RO O
L} 10 -1 20
Jixio"

Figura (I1.10): Deslocamento de frequéncia no espathamento Raman de iz por AsGs dopado
fipo n, G temperatura ambiente. n é a concentragdo de elétrons moveis; circulos cheios, a frequéncia do fonon
TO; circulos abertos, as frequéncias dos modos hibridos indicados por L, e L._ . as curvas cheias, o resultado do
cdiculo tedrico.
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11.2d- Modos Hibridos {ou oscilages hibridas)

GoAs, n = 4.4 x 40%m> T =2°K

_‘ "0
1 70
Y
L- L+
Nl
1,1
} i | 1 I i
o 00 200 300 &G0 500
SHIFT (cm™Y

Figura (I1.11). Espectros Raman em Gads a 2K, com n=1. 4510 em-3. Indicadores Il ¢ L se
referem a polarizacdo da fuz incidente e emergente em relagdio ao planos de espathamento

Apéndice lIl.LA: Dinamica de um Oscilador com Interagdes Bilineares.

Consideremos um oscilador linear interagindo com um “banho” de N
osciladores harménicos, via uma interagdo bilinear. Sejam x e p a coordenada e momento
conjugados do oscilador linear, ¢ Q; e P, aqueles dois osciladores do banho, com wy, M, o}, m,

as frequéncias do oscilador, sua massa, as frequéncias dos osciladores do banho e suas massas
respectivamente. A mais, chamaremos de y; as constantes de acoplamento, que aparecem na

Hamiltoniana totat

2 N 2 2
. P 1, 2.2 P -
H(X,P.gij—m+§moox |3+ Imp, [o x] (HA.1)

= ) G) j

As equagdes classicas de movimento de acordo com o método de Hamilton sdo:

. oH

x=H_om. 1A 2a
> p/M ( )

p:——-*—Mmox+z:mjyj( -——x] (IIA.2b)

. cH .

Q= gp} =P, /m,, (ILA.2¢)

: ¢H

Pi =“-6-Q-j—=‘m](0j2Qj +mj'yix. (IIAZd)




Apéndice ILA: Dinimica de um Oscilador com Interages Bilineares

Consideremos a ultima equagdo, que pode ser reescrita na forma

Qj +C012Qj =1rjx,

(I1A.3)

e sejam Q,(0)=Qf e Q,(0)=Q as condi¢des iniciais. A solugfio mais geral da Eq.(1LA.3) serd a

superposi¢iio da solugio da equaglio homogénea mais uma solugdo particular da equagfio
inhomogénea contendo o termo de forga v;x. A solugio da equagio homogénea ¢

evidentemente

Qf cos:o,t+(ﬁ?/mj)senmjt ,

(HA.4)

¢ obtemos a solugfio particular pelo método da transformada de Laplace. A transformada da

Eq,(I1A.3) é

(-22 +})8,(2)=7X2),

equagio que pode ser rescrita como
Q,(2)= y,x(Z)[ml -7_2] -ij(z {[mj —Z] +[m +Z] }
e anti-tranéfonnando
Qj(t) = (Tj/2m]) g—:e‘“’jdt'e“"x(t'){[mj - Z]*‘l + [u)] + Z]_1} =
0
=(v,/20)) j atfrf ot — g7t
0

= (nfo)] avn(e)senfo (-]

RS

Integrando por partes, obtemos
Q;(t)= (v, /02 )[x(t) - X0)coso ] - (v, /o f)j at's(t)cosfo, (t - t)],

e somando a Eq(ITA.8) com a solugio homogénea, podemos escrever
t) ('}'j/ﬂ)] [Q T]/O) )X(U)]CQSCD I[+(Q /ﬂ)j)seﬂm]t"
-(71/01,2)_[ dt':’t(t')cos[m (- t')] -.
Q

(IIA.5)

(IIA.6)

(IIA.7)

(I1A.8)

(LIA.9)
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Apéndice IL.A: Dinamica de um Oscilador com Interagdes Bilineares e

Substituindo a Eq. (I1A.9) na Eq. (11A.2b), resulta

p=-Mo§x- [aT(t-t)(t) +1(1), (1A, 10)
0

onde temos definido

l"(t—t’)=i(mj7j2/mjz)cos[mj(t—t')], (IIA,11)

j=1

N

()= Y mpy[Qf - (1;/0FJO)eosot+ D fmyv} o} )af seno . (JIA.12)

j=1 =t

A equagdo de movimento (I1A.10) 4 uma equagdo integro-diferencial com uma
forma peculiar: podemos observar um termo que nos lembra das forga tipo de atrito, i.e, linear
com a velocidade da particula, mas que nfio ¢ instantdnea, e sim dependente da histéria do
comportamento do sistema até o instante t. Ou seja, é um termo com memdria. O ultimo termo
depende do estado inicial do banho de osciladores; assim, a integragdo destas equagles
mecédnicas de movimento nZo é uma processo de realizagdo factivel, como seria calcular a 6rbita
de uma satélite ou 0 movimento de uma bola de sinuca, ja que ndo hd maneira de achar as
posigdes e velocidades de todas as particulas do sistema, i.e., o estado dindmico inicial do
sistema € 1nacessivel. Ademais, e intimamente ligado a este Gltimo fato, o comportamento do
sistema ndo € reprodutivel: se repetirmos o experimento, o sistema havera de comportar-se, no
nivel estritamente microscopico, em forma diferente, ja que, € claro, nfio temos controle sobre
o estado dindmico inicial. Assim, devemos deistir de procurar descrever 0 movimento detalhado
da particula no fluido (0 chamado movimento Browniano), e concentrar nossa atengio numa
descrigdo mais “grosseira” e modesta, restringindo-nos a determinar propriedades do movimento
microscopico, que, alias, € aquele ao qual temos acesso experimental, ja que num experimento
se obtém medidas macroscopicas.

Assim, ndo possuindo uma especificagfio precisa (a informa¢fio incompleta) do
estado inicial do sistema, precisamos recorrer a introdugdo de hipdteses adicionais de carater
ndo mecédnico, na forma de hipoteses estatisticas sobre 0 comportamento da forga f(t), que entdo
passa a ser referida como forga randémica ou “ruido”.

Bibliografia — Capitulo Il

|. Martin P.C., “Measurements and Correlation Functions”, em Many-Bodv
Physics, editado por C. Dewitt ¢ R. Balian (Gordon and Breach. New
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2. Foster D. Hydrodynamic Fluctuations, Broken Symentry, and Correlation
Functions (Benjamin, Readings, MA, 1975).

3. Kadanoff L.P., Martin P.C., Annals of Physics 24, 419 (1963).




II1.1- Teoria Format

Capitulo HI

Teoria da Func¢édo Resposta:
Tratamento Formal e Rigoroso.

“La realidad no es dato, algo dado, regalado — stno que es
{a construcion que el hombre hace con el material dado”.
Jose Ortega y Gasset: En Torno a Galileo

(Revista de Occidente, Madrid, 1956)

Hll.1.) Teoria Formal

Vamos fazer um tratamento rigoroso das fungbes de correlagio
(susceptibilidades generalizadas) que tratamos desde um ponto de vista fenomenoldgico no
capttulo anterior.

Comegaremos por discutir em termos de teoria de perturbagio os efeitos de
aplicar uma perturbagfio externa fraca sobre um sistema quintico iniciailmente num estado
estacionario. Num certo instante de tempo t,, o sistema estara descrito por uma fungfo de onda
¥(t,) satisfazendo a equagdo de Schroedinger,

ek

A

onde H, € o Hamiltoniano do sistema que suporemos que ndo depende explicitamente do tempo.
A partir do instante t, aplica-se uma perturbagfio externa & que acopla-se a uma propriedade
observavel A do sistema. Admitiremos que a forma do Hamiltoniano de perturbagio é

H(Y) = - [ & & (7. 9() (II1.2)

onde 7 (t) = - 5H/8A é uma for¢a generalizada. [A pode ser a densidade de magnetizacio e % um

campo magnético; no caso do oscilador do capitulo anterior, A é o deslocamento ¢ “Fa forga
mecdnica aplicadal.
Calcularemos agora o valor médio do observavel A, i.c.

A1) = (o{)AF)e(Y) (111.3)
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Ii.1- Teoria Formal "

onde ®(t) € a fungdio de estado ao instante t, satisfazendo a equagio de evolugido
if —g—tb(t) =[Ho +H(t)]axt), (111.4)
e A(f) ¢ o operador Hermitiano associado ao observavel na descri¢iio de Schrédinger. Para tal

fim, postularemos que existe um operador U(tto) tal que produz a solugiio formal da equagéo de
Schrédinger, Eq (111.4), dada a fungfo de onda ao tempo t, ,tal que

() = Ut to )(to) (l1L.5)

Substituindo na Eq.(1IL4), obtemos que o operador U deve satisfazer a equagio

o au(t to)
=HUtto) (II1.6a)
U(tor‘O)-
Este operador € unitario, de fato se tomarmos a adjunta da Eq. (ill.6a),
obtemos
U (111.6b)
ot

multiplicando (II1.6a) 4 esquerda por U" e (111.6b) a direita por U, e subtraindo as duas equagSes
resultantes, vemos que

., O cu eu”
h—UtU=inUY — +1i =0. L7
i EitU U=inU = + i p U=0 ( )

A Eq. (JIL.7) indica que u'ué mdependente do tempo e como Utg,to)=1= U(to ty),
entdio, UU'=1 ¢ como consequéncia U = U e U & unitario,
A solugdo de (111.6) pode ser obtida por um processo iterativo. Integrando-a em

relagdo a t, obtemos

t
Ut ty)=1+ %Idt'H(t')U(t’,to). (111.8)
)
Substituindo no integrando U{t tp) pelo valor dado por (111.8) resulta
1 t 1 t
Utty) =1+ EJdt'H(t')‘1 e { dt H{t (e, to)} (111.9)

e repetindo o processo indefinidamente, obtemos




{I1. 1- Teoria Formal

o+ (3 Jomeofareo

o (_] [ ,H(t1)J.dt2H(t2) jm H(ta )+ (IIL10)

=1+ Ut t )+U2(t,to)+...+U,,(t,to)

&

Temos formalmente calculada a fungéo
O(t) = Dty) + Uity ) + Uy @{tg )+-.., (IL.11)

¢ consequentemente podemos achar o valor médio do observavel A(f) ao tempo t; Ndo obstante

¢ preferivel um tratamento ligeiramente diferente consistente em usar a chamada descrigfio (ou
representaciio) de interagio.
Definamos um operador U'(t,t) tal que

Ut ty) = Ug(t to U (tt0) (I11.12)

com Ug(t,to) sendo solugdo de

m%"- < HoUy (IL.13)
a qual é
Uit tg)= exp{ (t- to)Ho} (HI.14)
Entio
au
= iU + Uol) = (Hy +H oW’
\..
ou seja
aut t ~
i (at 0) = {Ug(t, to H' (o (t,to)}U'(t,to )= HOU' (. to), (111.15)
onde definimos
H(t) = Ug (1, to JH (DU, (1, t) (111.16)

A solugdo de (I11.15) pelo método iterativo €

t 2t v
+ 1 * Y, 1 wIL a4
v (t.l°)=1+ﬁ;[dt1-l(t)+(-ig) {dt‘H(t )Jdt’l-l(t )+..?, (LL.17)
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111, 1- Teoria Formal

com U'(tg, tg)=1

Finalmente temos que

]
@) = g o) {140, +Up+...Jo(to) (111.18)
que substituida em (I11.3) proporciona que

A = (o) (o 5o )AL U L tfol) -

=(¢(to)!u~(uo)ﬁ(f, t)l.l'(t,to)|¢(to)) (111.19)

com At) = U3 (1,to JAU (L to)

Expandindo U’ de acordo a (11.17) obtemos que

(AF.9) = (A 0), + %j at(AF )R (1) - A(VIAR. ) +..
onde {...}y = (®(to)}..|®(to))

Substituindo a expressio por H' ¢ at¢ primeira ordem na interagio — a
aproximagdo linear — obtemos

A(F. 1) - Ro(F) = -%j‘dr J e {ofto)[AF ) AF )] o(to))F () (111.20)

Notemos que esta expressio depende do estado microscopico inicial do sistema
|¢(t°)) enquanto que sua preparagdio inicial estd fixada pelo conjunto de varidveis

termodindmicas que caracterizam o estado macroscopico. Assim, para ligar nosso calculo com
os resultados-observaveis devemos proceder a introduzir o algoritimo de Gibbs, i.e., a mecénica
estatistica. O resultado da Eq.(Ii}.20) pode ser considerado como o correspondente a uma réplica

do ensemble de Gibbs; seja agora'(bm(to)> o estado mecédnico quantico (microscopico) que

caracteriza a j-¢sima réplica, entdio, introduzimos a meédia estatistica

ot )}7(? )

(I1L.21)

(PR (3P, =~ [ 3 o G0 )

onde P; € o peso estatistico da j-ésima réplica no ensemble correspondente.
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IIL.1- Teoria Formal

Consideremos um sistema orto-normal completo {|n)} no espago de Hilbert de
estados do sistema. Assim,

]d:(i} (t°)> - Z all (t)n) e
(AEI) - (AF), = -% { a | d’r'; ;P,aﬁ.ﬂ‘ (to)al) (o Y[ AE ) AG ) ) (1) (1122)

Porém, dos resultados derivados na construgdo da mecdnica estatistica de
equilibrio, temos que

ZPiaLﬂ*(to )aw(tu) - ("'IP'I'\')

onde p € o operador estatistico associado a0 ensemble de Gibbs, correspondente ao estado

inicial de preparagéo ao tempo ty, quando em equilibrio com os reservatérios do caso.
Assim,

(AGI) - (AF), = - j at'[dry (n| [AG.OAF. O Yoy (.v) (1123)

Mas sendo o sistema de base orto-normal compieto, temos que Z]n)(n| =1, ¢
n

entdo

(AEW) - (A, =‘%j e (REIEE b)) -
v n (111.24)

- _% J B I d3r'Tr{[K(F,t), A, t')]p}s" (F.t) .

onde, expresso em termos do trago, temos independéncia da escolha da base no espago de
Hilbert de estados do sistema. Observemos que definimos

(A[F), ZP <¢“‘(to)‘Ar t)ltb{’](tn)) Tr{AF)p)

que ¢ independente do tempo € na maioria dos casos é uma quantidade nula.
A express3o no trago depende de t € t'; mostraremos que de fato a dependéncia
¢ em t+f. Usando a Eq.(1IL.14), temos que
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1fL.1- Tecria Formal

1 1 L 1. o
Tf[AG. 1) A(f,tv)}o}= Tr{e‘ﬁ“““’“" AF)en' M g I a7 g p} =

t tJH,

o )

onde usamos que pcomuta com Ho, e a propriedade de invaridncia por permutagio ciclica de

operadores no cdlculo do trago. Demonstramos assim que a dependéncia é em t-t'.
Em continuagdo, introduzimos as defini¢des

wfe T 4 1 I AlF t
6700 FesRE,
(H1.252)
x(f. Fit-t)=2i0(t- t)"(F.rit-t) (H1.25b)

onde ©(t-t") € a funcfio degrau de Heaviside e, a mais, suporemos aplicagio adiabética da
perturbagdo no passado remoto, i.e, tomamos tg — —
Desta forma, obtemos que

(AW) - (A, =2 dBF’jx"(F,F’;t_t')t}'(fwltf)z

(11.26)
Id3 I Af. T t-tFF(Ft)

onde, evidentemente, a Gltima linha define a susceptibilidade generalizada x(F,F';t— t)
Com esta definigéio de y [dada explicitamente pelas Eqs.(iI1.25)], e levando
em conta que a fungio degrau de Heaviside tem a representagdio integrai

—io: 't

G.)(T)=s—h->n4l-0,[ 2r m"+|s

obtemos
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1. 1- Teoria Formal

P Rden L gl
=2|j'd I—. P -
t 2n x( ot e”+I1s
> (I111.27)
do’ .- e
=-1d I—Jx , " =
.[ t 2 (rr T)a)-m’+ls

Suponhamos a mais que a dependéncaem rer'sedanaformar-7',e
introduzimos a transformada de Fourier espacial

X(Ei‘ﬂ) = Id3u(F - F';m)e'ii(F—F')
etc
Assim

wKo)= [ S-S (111.28)

Temos suposto até aqui que a grandeza A ¢ escalar; na generalidade dos casos
¢ um tensor e assim y tera caracteristicas tensoriais, i.e.

X (T - F5t—t) ou xw(ﬁ;m)

1 -Fit-t)ou xﬁv(ﬁ;m)

Vejamos algumas propriedades de simetria destes tensores

e i) Como x"¢ um comutador, resuita antissimétrica pelo intercimbio
rertet neoy

A (TGt =)=l (F i - 1), (I11.29a)
o que implica que

x (0] = -0 K-0)

e ii.) Sendo " comutador de operadores hermitianos
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I1}.1- Teoria Formal

[x rt—t']*--x;:u(F,F’;t—t’),

ou seja que x"(F,7";t-t’) é imaginario puro. Por outro lado,

(o)1 (fo)] = mafica) -
- 1 « do’ ¢ = —i(l?ﬁ-—m’t) i{l_(ﬁ-ro't]
--ZTi_NT. dSRIde (R't) (:'—m—is me'—m-l-is
T R e
2i-on o o' -0-i§ o -@+is|

Porém, x;;v(-ﬁ.~r) = wx;;v(ﬁ. ':) € entdo para os elementos diagonais v=yu, a
parte principal da integral cancela e

Imxw(i,m)=xﬁp(ﬁ,m), (111.29b)

¢ iii.) Combinando (i) e (ii) obtemos

[x (F.Fo ]--x'v'“(” ~o} =24 (F.F.0). (I11.29¢)

Se x" € espacialmente invariante e isotropo, i.e., x;;u(|F—F'|.m) entdo é real
(como provamos) e impar na frequéncia. Em geral y;,(F,7’,0) ndo precisa ser real.

Se A troca em ¢;A; €; = +1 num processo de inversdo temporal, entdo
AA; > egAA; e, com © sendo o operador de inversdo temporal, segue-se
que

oy, (. Fit-t) = h([@A@“.@A@“]):
- ne A A
= (e A - A = et -1)
Deste resultado
0. 750)= ~ee 15 o) (111.29d)

Isto implica que se A; e A; tem a mesma mudanga de sinal sob o processo de
inversdo temporal, x; ¢ impar emo , real e simétrico pela mudanga i«>j T« 7’'. Se Aje Ajtém
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mudanga diferente de sinal, entdo x; € par em o, imaginario e antissimétrico (e = +1para

densidade de massa e de energia, posigdes, campos elétricos; &=-1 para momento, spin,
campos magnéticos).

Simetrias adicionais podem ser derivadas para os casos de invariancias
rotacionais, por reflexdes, etc.

e iv.) x"estd relacionada com a dissipa¢fio. Para mostrar isto, caicularemos a
variagdo no vaior médio do Hamiltoniano,

%E{t) - -gt—Tr{H(t)p(t)} ,
= Tr{-q%(lt—) p(t)} + Tr{H(t) E%(tﬂ}

onde p(t) ¢ o operador estatistico na presenga da perturbagdo, i.e

Sefonorl
ZPUO tto)U(Lto)lcb” ty )( ol (t,) P’*(t toJU(t to) -

Também

et S0 el o]} - el OO -

[

onde usamos a equagio de Liouville e a propriedade de invaridncia por permutagdes ciclicas do

trago. Assim
*_E(l)-Tr{ ':t() ()} T{HHa(t) ()},

aH(t
- TT{ m( )Uo(t.to)U'('ﬂ»‘u)PU”("t")U;“’tO)}

(111.30)
. Tr{jdam (220 prstour o )us(uu)}

87 (T,1)

IdarTr U (OA(F A t)p}

onde usamos a expressfio acima para p(t) e o fato de que

Zp[o0o)e" )] -
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i.e., o valor inicial de equilibrio do sistema nfio perturbado com os reservatorios; a mais o
potencial de perturbagio foi tomado na forma dada pela Eq.(111.2)
Usando que

t
' = l iy r
u(t)_1+m:[dt|-|(t)+__,

tomaremos a aproximagio linear, aditimos que (A(F))O =0, ¢ considerando um campo externo

da forma
F(7.1) - F(F)oosot = 3 G (P - &™] (IL31)
obtemos
% =-> I d*r{A(F)thio %%H(F)[e*““ - e“""] =
n
- —ZI darj dar’j At (F, rt- t')j} 'OH(F)%v(F')im[eimv - g ][ei"’t - e'i“‘t] =

i

M Lt i R AR S Sl EART S EE R B

10y

=S [ e[ o 2 T, o (0o - ) - 0o ) (11L32)
"

Finalmente, tomando o valor médio temporal em (111.32), obtemos

% - -‘%jdsf j or (F)FA(F —F'\;m)—i% Idarj ()RR - Fho) (113%)

Como x” € antissimétricaem o € ' € simétrica ja que

i en o fdot kP -Fle)
x(|r—r|.—m)—pv:l; . =

o'+ o

o jao xF-Tle)
_pviu e,
[ x'(F-Fhe)

_xHrr"
'n: o' - _x(r,r,m) '

:pv
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onde usamos a relagfio de Kramer-Kroénig a ser derivada mais adiante, cide Eq (I11.39), resulta
{vide Eq.(111.28)]

dE 1 . - .
Er:gj.cﬁrjldsr F{O)F(F) o (f.750). (111.34)

Suponhamos que o sistema seja translacionalmente invariante e isotropo, entdo y depende da
diferenga [F - | , e usando ondas planas % (f)- Fe™", obtemos

E_ * "‘7€* =i b
e 5 oy, (k,m) (111.35)

Y

onde x"(ﬁ.m) = Jdarx"(lf - f";m}am{hi’}
(H1.36)
A menos que o sistema seja um amplificador (o que nfo ¢ possivel no regime
linear que estamos considerando), devemos ter que mx"(E, m) >0, i.e., absorve energia do campo

externo. As relagdes de Kramer-Kranig a que nos referimos em Capitulo anterior, seguem-se
das Eqs.(i11.26) e (111.27). De fato, temos que

]

-3

de onde
. 2 o x ko
x'(k'm):p\t @-— (' ) (11137)
< T 0 -
e usando a relagio
V] % 4o -0} Y070 = -0 - )
podemos verificar que
. e ' x' E,(D'
1k 0)=-pv di_(_l (111.38)
n o -

-

Destas relagbes podemos também concluir que
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o)y fo xR0
x(k,m)—pv:c[%——-—-—-—w—

o'—o

) (111.39)

€ assim,
» a baixas frequéncias x’ ¢ positiva e
» 3 altas frequéncias x’ é negativa.

0 que nos diz que a baixas frequéncias a resposta esti em fase com o campo, ¢ a altas
frequéncias ha uma diferenga de fase de x.

Por outro lado, como 3’ € par,

T do’ 20);('(17(, ) )

x"(E.m) = —pv 5

(I11.40)

X ©2-@

ez” énuloem o =0 ¢ v = ¢ como ' passa de positivo a negativo a uma dada frequéncia @,
quando x'(G,)=0, x” é maximo nessa frequéncia ja que o integrando ¢ sempre positivo;

Consequentemente, devemos esperar um comportamento tipico das partes reais e imaginarias da
susceptibilidade generalizadas como mostrado pelas figuras (11.4) e (11.5) do Capitulo IL
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HI.2.) O Teorema da Flutuagao-Dissipagdo

Este teorema relaciona a flutuagio (Az)—(A)z de um observavel A com a

dissipagfo wx"(w) a ele associada definida na secgfio prévia. Para tal fim, primeiro observemos
que dados

1 1
. Sl e
Aff.t)=e AFje*
¢ 0 operador estatistico candnico
_l}H

p=2Z"'e ™,

podemos estabelecer a seguinte relagdo operacional
1 1
bl _._tH ' Tm
e PMA(T, )= e ® A(Flei =

1, LIS
e-ﬁ(tHBh]HA(F)eﬁ:t*'ﬂ")"e*BH =

= A7, t+iprje ™. (11L41)
Com base neste resultado podemos escrever

Te{pA(F YA(E . 1)) = Te[A(E. L+ iBr)oA(F- )] =
= TefoA(F", t)AG t+ ip1)). (111.42)

Consequentemente, se definirmos
(aA(7.) BAEF ) = S 7t - )=
1 d - =, - -t
= [SsFia)e™ ), (111.43)
onde {.)=Tr{..p} e AA=A-{A), podemos mostrar que
S(F,7-0) = [ de S(FFrje™ =

= Idt s{r", F;-—r)ei“" =

=]

= [or (ARG 1) AAGE ) (111.44)

-0
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onde usamos que t =t-t’. Recorrendo a Eq. (111.42). obtemos:

S{F",F-w) = Fdx Tr{paA(F, DAR(F t + pr)}e™ =

= Idt’ TI‘{':}AK(Fr t)Aﬁ(Fr' tpr)}eim(t'd-iﬂh) -
= §(f,F oo e (111.45)
ou, alternativamente,

S(F, Ff;m) — S(’r'r, f;_:'))e—ﬂm {“146)
em que introduzimos t”=t'+iph e t=1'+igh na Eq (IL.45).
Assim, da definigdo de x” obtemos que

x(F.F0)= J.d‘cx "(F.F" 1) e =

-]
~

we 1 [3(s NE(my o Fier oNE (s
= Jdre™ (A7, YA ) - AT V)AG.Y) =

q: iiﬁt1 rye -‘-fr .'“rr Af= -
= | dre® (A7 YAR(T" ) - AR(T 1)AR(F, 1)) =

T it 1 ==, T
= | dre™ —{8(7.7"1) - 8(F" Fi-1)} =

1 = oy =y T
= 5;;{S(r,r 1) - 8{f", Fi—a)} =
1 R0y -
- —23[1 . ]S(r,r o) (LI1.47)
ou seja
S(.70) = 271[1 _ gm0 ]X (7.7 0) (I11.48)

A Eq. (I11.48) ¢ o chamado Teorema da Flutuagio-Dissipagdo em sua forma
mais geral, sendo que sua primeira versido doi dada por H. Callen e T. Welton [Phys. Rev. 83, 34
(1951)] e, em sua forma mais aprimorada descrita acima, por R. Kubo [J. Phys. Soc. Japan 12,
570, (1957)]. Originalmente foi proposto para sistemas classicos, em particular para discutir a
relag@o entre ruido e dissipagiio em resistores, por H. Nyquist em 1928 [Phys. Rev. 32, 110
(1928)}

Se a dependéncia com a posigio ¢ da forma r -r’ (sistemas translacionaimente
invariantes), transformando Fourier a parte espacial nos leva a que

§(-k-0) = e g(ko) (111.49)

s(ko) = 21[1-e ] "y (ka). | (I1.50)




1II.2-O Teorema da Flutua¢io-Dissipagio

Como veremos no préximo capitulo, a fungéo S(R;m) esta ligada & seccdo de

espalhamento de particulas, em eventos nos quais hd uma transferéncia de momento #k € uma
transferéncia de energia no .

Obtivemos assim uma relag@o de cardter geral entre a resposta de um sistema
dado, a uma perturbagfio externa e a flutuagdo interna do sistema na auséncia da perturbagio.
Tal resposta, como vimos, esta caracterizada por uma susceptibilidade generalizada. A
flutuagdo interna estd caracterizada por uma fungio de correlagdo de quantidades fisicas
relevantes do sistema flutuando em equilibrio térmico. O teorema da flutuag¢fo-dissipagdo pode
ser usado de duas maneiras: pode predizer as caracteisticas da flutuagdo a partir das
caracteristicas da susceptibilidade generalizada (coeficiente de absorglo, secgdo de
espalhamento, etc. ), ou pode ser usado para derivar a susceptibiiidade generalizasda pela
analise das flutuagdes térmicas do sistema. Historicamente, o sistema de Nyquist, ja referido,
cai na primeira categoria e a Temodindmica linear de Onsager [Phys, Rev. 37, 405 (1937)] na
segunda.

Também Einstein em 1905 [Ann. Phys. (Leipzig) 17, 549 (1905)] no tratamento
do movimento Browniano, ja tinha notado a ralagéio entre a forga de atrito ¢ o coeficiente de
difusdo das particulas Brownianas, estabelecendo a chamada relagédo de Einstein:

D = kT/my, (LIL51)

onde D é o coeficiente de difuso, m a massa ¢ y a constante de atrito (i.e., trata-se de um
modelo tipo Drude, ou seja, sem memoria). De fato, no estado estacionario, na presenga de
uma forga derivada de um potencial U(f) teremos

myi(7) = -VU(r), ) (HL52)

{equilibrio entre a forga externa e a forga viscosa). Seja n(f)a densidade das particulas; ndo
sendo uniforme, estard presente um efeito de difusdo, ¢ teremos uma corrente total

3(F) = n(f) aF) - DVn(F) (I11.53)

onde usamos a lei de Fick.
Acompanhando a esta equagiio, temos a de conservagio de matéria,

C%n(?, )+v-J7.1)=0 (111.54)

¢ no estado estaciondrio, v-J(7.t}=0. Como J ¢ irmrotacional (ndo ha vértices no sistema),
v x J =0, implicando J=0. Assim, integrando a Eq. (IL47)

n(F) = (N/A)exp jd?'r' @)/ | (111.55)
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onde A é uma constante de normalizagfo, tal que
[en(f) =N, (111.56)

com N sendo o numero de particulas. A mais, com 0 sistema em equilibrio, temos no ensemble
candnico que

jdr Z(::r; - )= (N/A) exp{-U(F) KT}, (11L.57)

onde A’ assegura a normalizagfio como indicada pela Eq. (IIL.56) acima, e tomamos uma energia
potencial da forma “U(7,,....Iy) = ZLI(F,) A Eq. (I11.57) pode ser reescrita como
j

n(F)= (N/A’] epr o’ (VU(F)/kT)], (111.58)

e usando a Eq. (I[1.52), temos que

n(f)=(WA") exp{ [ ePr(my G(F)/kT)] . (I1L.59)

Comparando as Eqs. (111.59) e (I11.55), obtemos a relagdo dada por Einstein da Eq. (111.51).

Vamos em continuagio procurar uma expressio para o coeficiente de difusfo
utilizando o teorema da flutuagfio-dissipagio e a formula de Einstein, Lembrando a forma geral
da susceptibilidade generalizadam na aproximagéio de Drude,

-1
Or %[m% ~0? -ioy] (LIL60)
para o oscilador de frequéncia wgy, a particula Browniana que € livre correponde ao timite o

tendendo a zero. Na Eq. (111.60), pondo o =®,, temos para a parte imaginaria de yx a essa
frequéncia, que

x"(0g) = Ymya, (111.61)
¢ aplicando o teorema da flutuagdo-dissipagdo, resulta que
212" k"(w) = S{w ) (L11.62)

onde, no caso unidimensional para simplificar, temos que




II1.2-O Teorema da Flutuagio-Dissipagio

S(wg)= T dre Tr{ax(t)ax(t')}

No limite de o, para zero,

kT
D =E;=kTm°x”(m0)=
l =kT°’0i[1—°_mm° ]S(wo)—>
: (1)0 n'ﬁo
2?: kT S( )
1
= Em 023(‘“0)
Porém, lembrando que
T . i dS
iwpS{wg ) = Idt g0t —-—(T)

€ assim

| o 2
:‘ —mDZS[r.oo)= jdt gto* -—-d Sgt)

dt

podemos escrever, jaque t=t-t'

—®o° mo)—jdre""’t( ]S{t—t).

-]

Finalmente, substituindo na Eq.(111.64), obtemos que
D= lim & T dv e Triau(t)au(t)o}
2 k]

g ~+0

onde ut) = dx(t)/dt € a velocidade. Assim,

tambem

(111.63)

(111.64)

(111.65)

(111.66)

(111.67)

(111.68)

56



I11.2-0 Teorema da Flutmagio-Dissipac¢io

e a inversa constante de atrito esta relacionada a flutuagdo da velocidade, o que ¢ uma
manifestacéo do teorema da flutuagio-dissipagéo.
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IV.1- Fungdes de Correlogiio ¢ Espalhamenio

Capitulo IV
Teoria de Espalhamento

“We have to understand that the world can only be
grasped by action, not by contemplation’”.

Jacob Bronowsky: The Ascent of Man

(Little, Brown I Co., Boston, 1973

IV.1) Fungdes de Correlagdo e Espalhamento

Para deteminar experimentalmente fungdes de correlagdio, o ideal seria ter
acesso ao tipo de interagdes que viemos considerando. Assim, para qualquer vetor de onda G e

frequéncia o, poderiamos medir ox"(Ge)} e ter a informag@io que procuramos. Mas este ideal

ndo ¢ realizavel na pratica: interagdes com relagdes completamente arbitrarias de energia-
momento (w vs ) ndo sdo possiveis enquanto devam ser satisfeitas as leis de conservagiio de

energia € momento, a mais, nem sempre ¢ possivel a forma de intera¢io proposta (¢ nulo tal
acoplamento). e tem-se também limitagdes no poder da resolugiio. Existem outras formas de
determinar funcdes de correlacio como por meio de coeficientes de transporte, como veremos
futuramente, e com experimentos de espalhamento. Olhemos para este tiitimo caso.
Tipicamente num experimento de espalhamento, um feixe de particulas (e.g.
fotons, elétrons. néutrons, ions, etc.), com certa energia, o, € momento ik, incide sobre a
amostra ¢ interagem com algum subsistema da mesma (atomos, moléculas, elétrons, ions,
etc.). [Existe entdio uma probabilidade finita de que energia e momento sejam trasnferidos

{adquiridos) criando (destruindo) uma excitagdio no sistema (vide esquema do processo na figura
(IV.1), em continuagdo na pagina seguinte).
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e

— Reservatorios —

feixe incidente

(R-Oig 0 )
Ko
— e ——
K4 q

OQ(&
O
Figura(lvV.1): Esqueha de um processo de espathamento.
Conservagio de energia e momento requerem que
AE = gg ~ €4 (IV.1a)
g=ko -k, ou (IV.1b)
g% =k +k? - 2kyk, cosd : (IV.1c)
Consideremos dois casos
o a.) espalhamento de néutrons g
Aqui s = #%k?[2m e entdo . B
AE'—'(ﬁz/szng —kf)"—‘au - By (]VZa)
ﬁ2q2
e =g +€ — 24fg o€y COSO (IV.2b)

€ para 0 ¢ ko fixos, com 6 = g- , 2rfko =4A, arelaglio entre 0 momento e a energia trasferidos

¢ mostrada na figura (1V.2).
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AE (x 102 sec’ou 6.58 x 10™%eV )

' q(A”")
A 1.5 2.0 2.5 3.0
-4+

-8}

Figura (IV.2): Curva de conservagdo de energia e momento (néutrons)

* b.) espalhamento de luz
Aqui g =nck , eentdo

AE=hC(k0 —k1):8 —£Eg, (IV3a)
n?c?q® =e3 +€2 - 2¢48, COSH . (1V.3b)

Para 0=nr/2, 2n/k,=6280 A, a relagio energia-momento transferidos resulta a relagdo
mostrada na figuras (IV.3).

AE (x 10° sec'ou 6.58 x 107 eV )

4 .3 o-
- | a0 A"
- 1.405 1.415
._4 L

-8

Figura (iV.3): Curva de conservagdo de energia e momento ({6tons)

Destes resultados podemos tirar varias conclusdes:
e i) Existe um limite superior para AE>0, consequéncia de que ndo pode haver uma
tranferéncia de energia maior que a energia da particula incidente, &,. Observemos também

que se €, € menor que a minima energia de excitagfio do sistema, ndo podera haver processos
com AE>0. .
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¢ ii.) a tranferéncia de energia por unidade de transferéncia de momento ¢ muito maior no caso
do foton que do néutron.

e iil.) A transferéncia percentual de energia, AEfe, , € muito malor para o néutron que para o
foton. A priori a resoluggo seria mais facil no primeiro caso que no segundo, mas na pratica a
instrumentagfo Optica € mais favorecida. Também, os néutrons sdo dificeis de colimar e
monocromatizar, enquanto que com fontes laser isto é hoje trivial no caso de radiagdo. A
mais, num experimento em que se quer fixar g e variar AE, no caso de fotons ¢ suficiente
fixar o dngulo de espalhamento 6, j& que k, é praticamente 0 mesmo que ky. No caso de
néutrons, requer variar o dngulo de espalhamento € a eneriga dos néutrons incidentes.

iv.) Cada tipo diferente de particula (ou radiagdo) permite analisar regides diferentes do plano
(3 4E), i.e., ndo temos um meio de prova tnico que permita o acesso a todos os possiveis

valores de transferéncias de momento e energia. a tabela seguinte e a figura (IV.4) ddo uma
idéia das regiGes acessiveis em varios casos

Caracteristicas Usuais: 1(,2\) Ko (A -1 ) E(ev)
Néutrons 1-10 2 107 -10”
Elétrons 0,1 0,1 10"
Raios-X 0,5-2 ] 107
Raios-y 1-2 1 10°

Luz 4000 10~ 1-10
-
NN o-
é: % Momentum transier
-4 1 1 | 1
-3 =2 2 3 4
log IA_' }

1
2

Encegy transfer
&
i

logleV]

|
ary
1

G
L Briliouin scattering

VISP IIIIINS

]
7 " 3ay
scatteringf//

Pl F.wad
T

Figura (IV.4): Regibes acessiveis em vdrios tipos de espalhamento
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Da figura (IV.4) vemos que os néutrons sio a unica fonte que permite estudar a
regido de baixa transferéncia de energia € momento. Esta é a situagfio de interesse no caso de
liquidos: q da ordem de 2r dividido o espagamento tipico entre moléculas ,ie., q~1a5A" ¢

AE da ordem da profundidade do pogo de potencial da interagdo entre moléculas,
AE =10 a 100 meV .

IV.2}Teoria Geral

O espalhamento ¢ caracterizado pela quantidade sec¢do diferencial de
espalhamento , d*c, Definimos a mesma como o quociente entre o numerc de particutas
espalhadas que entram no detector num elemento de dngulo sélido df)¢,8) na diregio (¢.8), por

unidade de tempo, e que indicaremos por 8N, e o fluxo de particulas incidentes , i.e.. nimero de
particulas que atingem a amostra por unidade de tempo ¢ unidade de area. Este (itimo, &,
esta stmplesmente dado por

D4 =nvg

onde n ¢ a concentragdo de particulas no feixe incidente ¢ v, a velocidade média destas

particulas (idealmente a mesma para cada particela por causa da monocromatizagdo na
preparagdo do feixe). Por outro lado, SN estara dado por

N = nVZ W;, g, (AE), com p; dQ¢,9).
P

onde w ¢ a probabilidade por unidade de tempo de que a particula incidente de momento p,
faga uma transi¢iio para o estado de momento p;, com este Gltimo contido no dngulo sélido

d{y,6) cujo eixo indicaremos por p, (ou m?,); AE' como vimos, ¢ a transferéncia de energia no

evento de espalhamento. Como o angulo sélido subtendide, d2, € muito pequeno, a menos de
correcdes despreziveis, nesse caso podemos tomar como iguais todas as contribuigdes a soma, ¢
iguais a w; 5 (AE). Assim,

d’o(AE, §) = 5N/Dg = viwﬁo_,i,‘ (AE) &(py: dQ),
0

onde

E(py dQ) = 21 ) com p; ede,8).
P

Esta altima quantidade, &, € evidentemente o nimero de estados das particulas no feixe
espalhado recebidas pelo detector (proporcional 2 dQ2e ds,, como veremos ¢om maior clareza
mais adiante e por esta razfio, a presenca da diferencial segunda em d?c ). Evidentemente, para
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calcular a secgiio diferencial de espalhamento precisamos determinar a taxa de probabilidade w,
0 que faremos em continuagdo. Consideremos um sistema cujas coordenadas e momentos
generalizados designamos por x, interagindo com outros sistemas, o conjunto dos quais
chamaremos de banho térmico, com coordenadas e momentos generalizados designados pory, e
com o primeiro sistema acoplado com uma prova externa (com coordenadas € momentos z).
Escreveremos para o Hamiltoniano total:

H(xy2) = o () + Ha (¥) + W(xy) + H, (2) + V(x2) (V.4

onde H, ¢ o Hamiltoniano do sistema, Hg o do banho , W a interaglio entre eles, H, 0

Hamiltoniano da prova externa, e V a energia de interagio entre a prova ¢ 0 sistema.
Introduzimos agora a notaglio |u) e |p) para as autofungdes de sistema e banho e prova

respectivamente, 1.e.

Holp) = fie , ) (IV.5)
(H, +Hg + W)jp} =E,,|u) (IV.6)

De acordo com resultados ja apresentados (vide Eq. (IV.5) et seq.), dada a fungdo de onda ao
tempo t, , \P(tg)) , a solugio da equagdo de Schrodinger ao tempo t é:

[¥(t)) = Ut to )] ¥(ta)) (IV.7)

com U satisfazendo a equagéo

ir:c%U(t,to) =HU{t to)

(IV.8)
Ulto. te) =1
Na apresentagdo de interagdo, definindo Ut to) tal que [Eq. (1V.12}]
Ut to)=Ug(ttoU(tty) : | (IV.9)
Ut te) = exp{%{t - to)HO} , (IV.10)
Hy =H-V=H, +Hg + W+H, , (IV.11)
ir:-%U'(t, to) = V(W' (t tg) (1V.12)
V(1) = UJ (. to)VUolt te) . EOAK)
A equag#o acima possui a solugdo iterada -
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UL to) = Z[ ]j-dh J.le )Vt = 1+—jdt V(t1)+[ ] J'dt1 )‘tfdtzg(tz)q»_.. (IV.14)
t

Se definirmos

| ¥(1)) = UB (L to)] W(H) = Ut to)] #(to)) » (IV.15)
podemos verificar que esta fungdo satisfaz a equagéo

L 8 TR TAY

in (%“P(t)) = V(1) ¥(); (1V.16)
De fato, temos

é

L1%(9)=in t")|-f»(t0)) () F(0), (IV.17)

ih

onde usamos que U’ satisfaz a (IV.12). Integrando a Eq. (1V.16), obtemos
1 t
“P(t)):I‘P(to))+—isjdt'\l(t’)"l’(t')) (IV.18)
ty
onde, evidentemente ¥(to) = ¥(t,), j2 que U}{to.to)=1 e que admite a solugdo iterada

|(p(t)) = 2[%)1'&1“. T1dtn0(t1)...ﬁ(tn)| ¥(to)) =

n=

(IV.19)
I 1+—Idt V(t ( J jdt,jdtzvtt Vito )+ ]|~P o))
Também podemos escrever
(0] #(9) = R w(to) (1V.20)
se
R(t) = (?(t)[1 + %jdt' ﬁ(t')} (Iv.21)
t
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O membro da direita de {IV.20) nos proporciona o efeito da perturbagiio em todos as ordens
sobre a fungdo inicial ndo perturbada, equivalente ao efeito em primeira ordem sobre a
fungio ¥ .

Fixamos agora o canal de espalhamento, ie., consideremos o processo de
espalhamento em que o sistema de prova faz uma transigio do estado |p’) para o estado |p} (de

acordo com a figura (IV.1), {p'} ¢ o estado da particula incidente de momento #k, e lp) e estado
da particula emergente de momento nk,. Também, a fungdo de estado no estante inicial é
|#(ta)) =|@(to})|p*), onde indicamos por |(ty)) a fungdo de estado do sistema e banhos). Da
teoria geral da Mecdnica Quantica, sabemos que a probabilidade desta transi¢@o acontecer ao
tempot é

2

(prle” s ”“"”*(:)) -

Possll) = 2 fpute() W =S lpubottto)F0) =3 -

»

= I(pu llP(t))‘ (1V.22)

Como
(p|‘{’(lo)) =0, ja que o sistema de prova no instante inicial estava no estado|p’},

com {p|p'}=0, a Eq. (IV.22) pode ser reescrita como [cft. Eq. (IV.18) e (IV.21)]

2

T

"

2

Poon(= Y pu|—~jdtv ) = (IV.23)

(pu | [ Rt #(to)

2

=y (p}(u|%jdtﬁ(‘)| ®{to))p)

=Z((D(t,,)|[%]jdt'R At)e) u[ )j dt"R t) (o)) (1V.24)

It
onde

Rop = (p| R ) = (p| UIRU, | p7) = ") 'R, (1V.25)

~ .1 to){Hg Hy ‘1 ofiHe M,
Ry el I M) g gt M 1 (IV.26)

e, como hq=p p’, introduzimos a notagio
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R =v-‘jd3re'»’” Re?” " (IV.27)

(lembramos que 7q é o momento transferido no processo de espalhamento). introduzimos
também

O=0, -0 (1V.28)

onde fio ¢ a energia transmitida no processo de espalhamento. Assim, temos que
1 t t |
= ;—-2—‘[ dt 'J‘ dt.-:e—fﬁl!(f'-f ) (d)(tq)' R; (t")Rﬁ(t’)l (D(to)) (IV29)

Até aqui, fizemos o cdlculo mecénico-quintico em termos de que a fungfo de
onda no estado inicial de preparagiio do sistema € dada. Mas s6 temos informagdo a nivel
macroscopico da preparagfio inicial, o que nos leva a introduzir a média sobre ¢ ensemble de
Gibbs, i.e., na expressdo acima teremos

Pul), . = ! _[ dt'J-dt" g olv ”Zp («b“’ )b (Rt o't )

=—1?Idt'tjdt" loftr "z Zp, 2 10)a, o | REIR( ) =

to

1
T a2

,5*1.._‘.-.

t
I trre—im[t"_t-’Z(ul pl u,) (u:l ﬁ;(t")ﬁq(t r)l l-l) (lv30)
ty Ha '

onde, com em ocasides anteriores |<b“] (tn)) representa a fungdo de estado no instante inicial na

j-ésima réplica do ensemble, sendo p; o correspondente peso estatistico. A mais, levamos em
conta que ‘

> e ito)a, (t0) = (ulpte?) (1V.31)
i

sendo p o operador estatistico correspondente ao ensemble utilizado. Executando as somas
sobre p,u', temos

t t
o0 e =i R vy
e &

Podemos reescrever a Eq. (IV.32) como
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t 1
1 r " —en| ~t ” " r r —_
(Pm(t))=-h-2—jdt jdt & Il (17,46 RIUo (", o) UB (1.t R Uo (t' 0 o} =
tn 1y
t

= ;!_15. j' at’ I are ™ ITe R (1 - ¢ R, o), (IV.33)
t

ty

onde usamos a propriedade de comutagéo de Uge p e a invaridncia do trago por permutagdes
ciclicas.

Dada a probabilidade de transi¢dio ao tempo t, podemos calcular a taxa de
probabilidade de transicdo:

t
d i t'— ~ -
wi(o]t) = a?(P,,,(t))a-ﬁizjdt'e t t}Tr{Rg(t'—l)Rd p}+
to
t
1 e - N
+-k—2!dt'e ORI - V)R o) =
=1 j dt'e"“’“""Tr{ﬁf(t' - R, p} +C.C (IV.34)
= ! . .C. 34
ta

Temos deste modo a forma final para a probabilidade de transigio por unidade
de tempo para o evento de espalhamento ao tempo t, dade em todas as ordens da perturbagdo v,
€ que corresponde a uma transformada Fourier temporal a frequéncia o, sendo e a energia
tansferida. Considerando aplica¢3o adiabatica da perturbagio a partir de ty —» -x, e colocando

t=t'-t, resulta

walo] t)= hiziaz o TrfR1 (1R, p} . hiz-j:dr e TeRIR, (1) o) (IV.35)
Mas

hiz _[ dee™ Tr{RIR, (x) o) = %Idt e Tr{RIR (-7) p} =

- ;L_J:dt e-*"“Tr{ﬁg(r)ﬁ ; p} (1V.36)
e, em definitivo

wy(e)= hlz fdte—imn{ﬁg(t)ﬁa o} (IV.37)

resultando w independente do instante da medida enquanto tenha transcorrido tempo suficiente
para fazer despreziveis os transitérios inicias, justificando-se assim a hipotese de aplicagio
adiabatica.
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Para ilustrar melhor nosso resultado, consideremos a solugdo em primeira
ordem, i.e., substituimos R por simplesmente, Vem (IV.37), Entéio

- . - e "t
walo) =ni2j'dz T Z(ulVf(t)lﬂ') wlvik)=——=

1 P ('KDEFE} — , ' e_BE"
=x D, [are (1) (' V) S =
Mmoo

=222 Pl ¥l oo -E, +E,) (IV.38)
!

-1 _ -BE -
onde p, =Z"e P& no ensemble candnico.

No limite em que a temperatura tende a zero, temos que fim Z™' e ™ —ggl,

f—rw

sendo g, o fator de degenerescéncia do estado fundamental |0) , e entdo
_2n ~ |2
W-;;Zu: |(u|Vl0)l 8(hw - Ep +E,,) (1V.39)

que podemos reconhecer como a “regra de ouro” da Mecdnica Quéntica para o calculo de
probabilidades de transi¢fio por unidade de tempo num sistema submetido a uma perturbagio
harmdnica v(t) =V e. A fungdo delta toma conta da conservagdo de cnergia: ho -Eg ~E,,.

Na base destes resuitados calcuiemos a sec¢do de espathamento de néutrons por
um meio material. Definimos a secq@io diferencial de espathamento como a taxa entre 0 namero
de néutrons que por unidade de tempo entram no detector num elemento de angulo sélido d()(6, ¢)
na diregdo (8.9), e o fluxo de néutrons incidentes, i.e., nimero de néutrons por unidade de

tempo e unidade de area que atingem a amostra (com momento p'), i.e

SN
%ofw, 018, 0))= o0 _ (1V.40)
onde
8N = nvw {w )p? s (1V.41a)
®q =n(p’/m,) (IV.41b)

Aqui, né a densidade de néutrons no feixe, e V é o volume ativo (de espalhamento) da amostra.
Usando que &=p?/2m, , obtemos que

p?dp = p(pdp) = y2Mye - Myde = pmyde | (IV.42)
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€ Como,

d€6,0) senbdbdy (1V.43)

segue-se que

d20 _ V2 2 P _
dedQ " (mn)® o)

= v 2‘ Jdre"““Tr{\)"r p}
(gm)a MH e—ho pZ 9

Se T, € a coordenada da j-ésima molécula no sistema, e como a interagdo se dd individualmente
entre cada néutron ¢ cada molécula, podemos escrever

(1V.44)

V:iv(F—fj} (1V.45)
€ com
V(@) = [ &rv(g) e (IV.46)

onde temos que, lembremos, K/g=p'- p, resulta

N -
(Bl Mp) =5 V(@)D e (IV.47)
j=1

¢ entdo

d%s r 17 ( ~'x'sqr'(=}-f|>
_ dre " e ) )
P A il e .‘ L)

- A3 0)SG0) J' (IV.48)

onde definimos a amplitude

- 1 2 1 £ =2
AGe)-—tmz L Wy IV.492
(3e) @) 2 a0 ( ’

e o fator de estrutura dindmico
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S(Go)= idte"’““ Z Tr{e'ii?i( ‘}eﬁ'ﬁp} : (1V.49b)
-0 i

Usando o fato que o operador densidade no material é
N
ofF.f)= Y s[F - (1] (1V.50)
=1
verificamos facilmente que

5(@0)= [’ [ &’ [ o6 ") (an(F. an(F" 0)) (IV.51)

=00

onde utilizamos que a densidade de moléculas em equilibrio € constante, igual a densidade n.i.e.,
Tr{n(F, t)p} =n (IV.52)

e que
Tdte“'”‘jdarj d®re " Fln_ o (IV.53)

a menos que o =0 ¢ =0 que estdo excluidos da nossa andlise. Isto nos indica que S$(Go) é a
transformada Fourter (espacial e temporal} da correlagio de densidade

S(7.7,7) = Tr{an(F, 7)an(i0)p} . (IV.54)

Temos assim, uma demonstragio neste tipo de experimento da relagdo entre a medida
experimental (uma secgio de espalhamento) com a fungfo de correlagio S(Go).

_ Podemos aqui estabelecer a relagdio com uma susceptibilidade por meio do
teorema da flutuagdo-dissipacéo, i.e.,

d?s _ /= - 20A(Go) , .
demwA(qm)S(qm)=1__;"ﬁ;x""(qm) (IV.55)

Na figura (IV.5), temos uma vis3o do chamado fator de estrutura (estdtico), i.c.
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Figura (IV.5). () fator de estrutura e a funcdo de distribuigdo radial do sédio liguido perto do ponto

triplo. As curvas sdo os resultados da aplicacdo do método de Monte Carlo para um potencial r™

[J.P.Hansen and D. Shifi, Mo:.Phys. 184, 151 (1973)f; os circulos sdo dados experimentais{A.J.
Greenfield et al., Phys. Rev. A 4, 1607 (1971)].
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1 e - e - )

b=t

=1+ N(N - 1) Idsrj. d3r;e~ﬁ{'r'-|"')q-r- _ F’) -

Nv?
=1+n j’ dsae-'ﬁﬁ-g(é;), (IV.56)

onde introduzimos a fun¢do de correlagio espacial
ot - T)=V2Tr{8( - 7, )o(F" - &)} (IV.57)

que para sistema isétropo é radial e S depende s6 do médulo de §. Na figura, para g(r) podemos
notar o pico na posi¢io de espacamento médio entre particulas. Na curva, para S(r) vemos a boa
concordancia entre os resultados experimentais obtidos de espalhamento de néutrons ¢ o célculo
com o método de Monte Carlo para o potencial r de interaciio entre as moléculas.

Na figura (IV.6), temos outro exemplo para o caso de fung@o de distribvigfio

radial, onde se compara bem o célculo tedérico com os resultados obtidos em experimento de
espalhamento de néutrons.

Na figura (IV.7), temos a forma tipica de fator de estrutura dindmico, para
comprimento de onda 2n/q grandes, onde se observam as bandas de espalhamento: as duas
laterais associadas a espalhamento por ondas de som (picos Brillouin) e a central (pico Rayleigh}
associada com flutua¢des de energia (ou, equivalentemente, de temperatura).

Voltamos a4 Eq. (IV.54), o conhecimento de x” (através de S) permite obter
coeficientes de transporte do fluido. Vejamos um caso. Dos resultados da estatistica de

equilibrio, sabemos que, a volume fixo, a correlagio densidade-densidade (desvio médio
quadratico) ¢ dada por: .

=t reny = KLEN
(nn)= Ve (NN) = 72 aujw (1V.58)

onde a média € sobre o ensemble grand-candnico. Porém
(nn)= IdSrI d"r'Tr[An(F)Ar{F') } = lim J-TS(&(D) = lim —1—3(51) (IV.59)
] - p a_)a V2 a_.o V2 ) )

Por outro lado, sendo Z(T,V,u) a fungdo de parti¢io temos que,

BY =KT InZ(T,V, ) | (IV.60)
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¢ assim,
kTﬁfl] =‘_<I@) _ 5“} Jﬁ] Q*F‘E] UL (IV.61)
op/ ¢ Vc‘Ep.I.aInZT on/f /g N

usando a Eq(1V.58) e o resultado que ag:lz = :_T Entdo,

(1V.62)

Consideramos agora N fixo e V varidvel (ensemble petit-candnico); entdo

al T
kTES)T— NKT f?pjf (1V.63)

onde xr ¢ o coeficiente de compressibilidade isoterma « 1 = -(4/V) &v/ép), dado entdo por

N 1
= -V—KT = FJ-S(O)’

(1V.64)

KTV . F ooy KTV
. -—~?2—-élr%jdm8(qm)=—@—5(0)
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26 |-

|
1R1-1 o ,- \

val- s |

g

Figura (IV.6). A funcdo de distribui¢do radial para o argonio a 84.4K, comparada com a obtida a
partiv de dados experimentai (circulos), usando-se o potencial de Lenard-Jones [a linha tracejada é um
cdlculo alternative; vide G.D. Henshaw, Phys. Rev. 105, 976 (1957)]

Figura (IV.6). O fator de estrutura dindmico no limite hidrodindmico. Dy éo coeficiente de difusdo
térmico, T o fator de atenuagdio do som, e Cga velocidade de propagagdo adiabdtica do som.
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Epilogo

Epilogo

Completa-se aqui esta primeira parte de Introdugfio & Mecénica Estatistica de
N&o Equilibrio, publicada na série NOTAS DE FiSICA do Instituto “Gieb Wataghin”, UNICAMP.
Tem consistido basicamente no desenvolvimento da teoria da funggo resposta, fundamental para
o relacionamenteo de teoria e experimento.

Havera de ser seguida por uma futura publicagio na Série, de suas aplicagdes
em fisica de estado solido com énfase nas propriedades dpticas de semicondutores.

O autor agradece a Vanessa Vasconcellos pelo paciente, cuidadoso e
competente trabalho de datilografia do texto a partir dos manuscritos originais
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