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0. SOBRE O CURSO

0 objetivo deste mini-curso & apresentar de forma
razoavelmente simples a teoria cléassica de sistemas Hamiltonianos
n&o-integraveis, onde movimentos cabticos e regulares se misturam
de maneira complexa e fascinante. No Gltimo capitulo passa-se
rapidamente pela mecénica quantica, apresentando de forma
descritiva os principais resultados do que hoje & conhecido como
caologia quantica. A palavra "razoavelmente™ na primeira linha é
proposital: alguns dos capitulos (2 e 4 principalmente) envolven
um pouco de &lgebra gque, embora enfadonha, & essencial para uma
visdo mais detalhada e analitica da teoria dque pretendemos
desenvolver.

Muito poucas referéncias sdo citadas ao longo deéte
texto para que a leitura nioc se torne cansativa. Embora a idéia
tenha sido fazer um curso "auto-contide", o leitor é& fortemente
aconselhado a se remeter as referéncias para maiores detalhes.

Estas estdo agrupadas por capitulo e/ou tépico no final dessas

notas.
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I. INTEGRABILIDADE
1, Introdu;;o

A equagio gque descreve o movimento de particulas

sujeitas a forgas externas & a famosa 2% lei de Newton F = ma.
Para forcgas conservativas, F = -VW, essa equagao toma a forma
ma = -VV. O grande inconveniente da 22 lei de Newton & que ela sd

& valida em coordenadas cartesianas. No caso de uma particula

movendo-se no espag¢o tridimensional, temos que

mi., = - 30(x)

i o , i=1,2 ou 3 | (1)
1

ov(r,8,¢)

30 onde

mas ndo podemos inferir dai, por exemplo, que mé =
(r,8,¢9) sdo coordenadas esféricas usuais.

No entanto, & possivel derivar equagdes equivalentes &
de Newton que sdo vAlidas diretamente em gqualguer sistema de

cocrdenadas. Essas sao as equag¢des de Euler-Lagrange

e A = wveee = ) (2.&)

onde d; sdo coordenadas gdeneralizadas (cartesiasnas, esféricas,

etc) e a "Lagrangeana" L &

L(g,q,t) = T-V (2.b)

com T e V as energias cinética e potencial expressas em termos das



variaveis a;-

As equagdes de Lagrange, assim como as de Newton, s8o de
segunda ordem nco tempo. Uma terceira formulagdo da mecénica
cléssica transforma esse conjunto de equagdes em um nove conjunto,
com o dobro de eguagdes, de primeira ordem. Essa formulacéo, de
Hamilton, segue da de Lagrange com a definigcdo dos momentos

eneralizados

Py T —/— (3)

Em termos das variaveis candnicas (gq,p) as Equacdes de

-

Hamilton ficam

dH
- []
1 Bpi
dH
p “E r
1 qu

Antes de analisar os tipos de solugdes possiveis dentro
do formalismo Hamiltoniano, nés percebemos as equagdes acima ndo

valem em qualquer sistema de coordenadas (g,p), pois os momentos

o~

estdo atrelados as coordenadas pela equagdo (3). Entd3o, a primeira
pergunta que temos que responder €: que propriedades a mudanga de

varidveis



a,p Q(a,P) , P(4,P) | (5)

- e -~ . L

deve satisfazer para que, nas novas variaveis Q, P tenhamos

o~ -~

s oK

Q i
i aPi

> dK

P, = =——— (6)
16y

K(Q,P) = H(q(Q,P),p(Q,P)) .

As transformagdes com a propriedade acima s3o conhecidas
como t;ansformagBes candnicas e serdo de importéncia fundamental
no decorrer dessas notas. Damos a seguir um resumo da teoria de
transformagbdes candnicas, mas o leitor & fortemente encorajado a
estudar o capitulo 9 do livro do Goldstein para uma viséao maié

abrangente.
o~ s
2. Transformagoes Canonicas

Uma das maneiras de encontrar condigbes para gque uma
transformacdo geral do tipo (5) seja éanénica & via "forcga bruta',
ou seja, calculémos O e P e impomos as igualdades (6)}. Por
simplicidade, faremos os célculos s6 para um grau de liberdade.

Entdo

aQ - ., 8Q . _ 8Q 8H _ 8Q 8H _

C=359*3 P~ 358 ~ 5 3g -



- aQ[aK 8Q ., 8K BP] aq[ax 80 . 8K ap] _ 8K

3 3p * 3P op) Bploc 5q T P op| ~ b | (% Plgp

P=-3 "{QrP}q'p

onde definimos o pParéntesegs de Poigson de duas fungdes F e G como

aF 3G dF &G '
{F,G}, ==2= 2= - &L £ . (7)

A condig8o para gue a transformagio d,p Q,P seja

candnica & entdo que
P =1 .
{Q, }qlp

Uma maneira elegante e muite dtil de construir
transformagdes candnicas & por meio de fungdes geratrizes. Para
isso, notamos que as equagdes de Hamilton (assim como as de

Lagrange) podem ser obtidas por meio de um principio variacional:

2

) j (pg-H)dt = 0
tl
onde as variagdes sd3o em relaglo s trajetédrias no espago de fases

q,p, com extremos fixos, ou seja, aq(tl)=6p(t1)=6q(t2)=6p(t2)=0f

Entdo, se as egs. (4) e (6) s#o satisfeitas,



t2 t

3 J (pg-H)dt = & J (PQ-K)dt = 0 = .
% %

e o8 integrandos diferem entre si apenas pela derivada total de

uma fungloc arpitraria F em relagfo ao tempo:

: - vA_w o GF
PQ'H-——PQK+a-€ -

Escolhendo F como fungdo de q e Q, por exemplo, obtemos:

aF
aq

. _ \ . §£ -a_:-p_
pqd - H = PQ-K + g + 30 Q + 5E

J—

o que define a transformacdc candnica implicitamente através das

equagdes
_ aF - GF - - oF '
=3 * P=-"5% + K=H-z (8)
Exercicio 1 Mostre gue a transformacdo q,p Q,P acima satisfaz
P = 1,
1Q, }q,p
Solucao

{Q’P}q,p =3 %% ~3p g i F(q,Q) = F(q,Q(d.,p))



o o for) L _drm
aq 8q [8Q 8380 442 99
2
19/ Plg,p “3gag " 3p - * !
pois derivando p = gg de ambos os lados em relagdo a p obtemos

2
= 8 F 48Q -
1 = 3G90 3p" Note que se F nao depende explicitamente do tempo,

K = H.

Na verdade as fungdes geratrizes podem depender de
qualgquer par entre as variiveis gq,p e Q,P. Damos a seguir as
regras para a transformagdo candénica implicita em cada caso (veja

novamente o Cap. 9 do Goldstein):

oF oF, 7/
P = 35 (2.9 r P =czg(e,@ . , F=7F(q0Q)
6F2 . BFZ
p = 5‘&""(‘1:13) H Q= W(qlp) / F = Fz(qu) -QP
_ (9)
oF , dF,
q= —W(p,Q) ; P = -W(p,Q) H F = F3(P,Q)+qp
oF , oF ,

A nomenclatura F,,F

17 2,F3 e F, & convencional.

4

3. Integrabilidade e Nao-Integrabilidade

Transformagdes candénicas podem ser muito dteis na

solugdo de problemas. Suponha ﬁor exemplo qué seja possivel mudar



de (gq,p) (Q,P) tal que, nas novas variéveis, a hamiltoniana sé
dependa dos P’s. Ent8c, H = H(P) (usaremos novamente H em vez de K

para a Hamiltoniana transformada)‘e

. _ #H
Q; = zp; = wi(P)
. 1 ~
(10a)
dH
P, =2 =0
1 aQi

donde verificamos gque os_ momentos s3o todos constantes do

movimento. Integrando temos .

_ o
Qi(t) = wi(f)t + Qi
(10b)
)
Pi(t) = Pi

e resolvemos trivialmente nosso problema. Agora & s& fazer a
transforma¢do inversa e obter qi(t) e pi(t). Se o espag¢o de fases
em questdo & limitado, ou seja, se a particula se move dentro de
uma regidoc limitada, entdo cada Qi(t) é limitado. A Gnica forma de
conciliar esse fato com o crescimento linear em (10.b) &

verificando que os Q;’s sfo de fato variéveis do tipo &ngulo.

Exemplo 1 H = p2/2 + w?q®/2

q=v %2 cos Q Q = tg t(p/wa)
(qu) (PrQ) : ou
/ ) 2
p = 2Pw sinQ P = p2/2w + 2%_ = g



H(Q,P) = wP Q(t) = wt + @°

P(t) = P

Sistemas com essa caracteristica s3o ditos geparaveis e
fazem parte de uma classe mais geral dos sistemas integraveis. ©
teorema de Arnold-Liouville da& condigdes necessirias e suficientes
para gque um sistema seja integravel e & baseado na existéncia de
constantes de movimento. Note que se F(q,p) €& uma constante do

movimento, g% = 0, entao

Q-IQ:
ot

gF . aF -
- + o— = H,F . = 0 .
d 4 ap P {H, }qu

— L] [ hd = .
Duas funcges Fl e F2 sdo ditas em involugao se {Fl’FZ}q,p 0
Teorema (Arnold-Liouville) Se um sistema Hamiltoniano de N gaus de

liberdade possui N constantes de movimento Fi em involucgdo,

{Fi,Fj} = 0, ent8o a superficie N-dimensional

Mf = {x:Fi(x) = fi , 1=121,2,...,N}
com x = (q,p) um ponto do espago de fases, tem as seguintes
propriedades:
1) Condigdes iniciais sobre M. permanecem sobre‘Mf para o fluxo

gerado por H = Fl;

2) Se Mf é limitado e conexo, entdc ele & difeomorfo a um toro

10



N-dimensional TN = {(@1,92,...,¢N)mod 21} ;
de

3) © movimento sobre M, & quasi-peritdico com H% = w(f);

4) As equagdes de movimento podem ser integradas por
guadraturas, ou seja, podem ser escritas em termos de fungdes
elementares. |

™
Uma formulagdo mais rigorosa pode ser encontrada no

Capitulo 10 do livro do Arnold. O movimento de uma particula

descrita por uma Hamiltoniana integravel & muitoc diferente daquele

descrito por uma Hamiltoniana ndoc-integrével. cCaos, por exemplo,
s6 pode ocorrer no segundo, pois no primeiro caso o movimento &,

de certa forma, trivial.

2 2
P P P
Exemplo 2 H = fl + 53 + pl-p2 cos q2
€ integravel, pois F.=HeF, =p, sdo constantes de movimento em

involugdo. No entanto, H nfo é separéavel.

4, Variaveis de ingulo e Agao

A idéia por tras da demonstragido do teorema de
Arnold-Liouville para sistemas separdveis é que existe uma

transformac¢ao canénica (dq,p) (Q,P=F). Como os F sdo constantes H

o~ ~

nio deve depender de Q e caimos na situagdo descrita pelas

-~

equagdes (10) ( a demonétragéo geral & bem mais elaborada e tambem

11



& feita no capitulo 10 do Arnold). Note no entanto que gualquer
combinacgio das Fi também resulta numa constante de movimento, de
forma que podemos escolher nossas constantes de forma conveniente.
Entdo, em analogia c¢om o oscilador harménico unidimensional,
exemplo 1, e motivados pelas regras de guantizag3o semiclassica

WKB (veja o capitulo 6) definimos as varjaveis de agdo por:

= 3% § P

lf
[\S]

onde (9 & um dos N circuitos irredutiveis do toro TN. Para N

esses circuitos sdo ilustrados na figura abaixo

As varidveis canonicamente conjugadas a Ji s8o angulos ei al longo

dos correspondentes circuitos v -

Exercicio 2 Mostre qué as varilveis P,Q do exemplo 1 sdo de

agdo e angulo.

Solugao Pela definig&o

12



onde
q = v 2E/w® .
Fazendo £ 9 = sin & vem que
V2E

J = E/W = P.

Embora seja muitas vezes dificil obter-se variaveis de
4ngulo e agdo analiticamente, elas sdo muito Gteis do ponto de

vista formal e nio muito dificeis de se calcular numericamente.
5. Segoes de Poincareée

Para finalizar este capitule, vamos introduzir o
conceito de sec¢des de Poincaré e mostrar exemplos de sistemas
integréveis e ndo~integréveis. Para fixar idéias, vamos tomar

apenas 2 graus de liberdade. Ent&o, o espago de fases (q,p) tem

o

dimensdo 4 mas o movimento fica sempre restrito & superficie de
energia, de dimens&o 3. Ainda assim, se observarmos uma trajetébria
por um tempo longo e fizermos seu grafico noc papel, ou seja,
projetado em duas dimensdes, d& para imaginar gque a imagem

resultante ndo ficarid muito clara. A idéia entdo & introduzir em

13



t = 0 uma superficie transversal ao movimento e s6 marcar pontos

nessa superficie gquando a trajetéria da particula cruza-la

novamente. Se H = H(x,px,y,py), fixamos uma energia E e
escolhemos, por exemplo, y = 0. Entdo, dados (xo,p:), pg fica
determinado (a menos de um sinal) por E = H(xo,p:,o,p;).

Integrando as equagdes de movimento, coletamos (x,px) toda vez gque
y = 0 e sgn(py) = sgn(p;). C conjunto desses pontos coletados

(para varios valores iniciais de xo,pg) é a secao de Poincaré em y

0. Note que os pontos da segéo, (x,px,y=0,py) ndo estio sobre o
plano (x,px), pois em geral py # 0. Na verdade esses pontos estao
sobre uma superficie bidimensional I, cuja proje¢do no plano

(x,px) fornece a se¢do de Poincaré:

~
®

W, = (xo,pxo,y=0,pyo) condicdo inicial

it

Ul = (xl,pxl,y=0,pyl) primeira interseccgao

Exercicio 3 Esboge I para H=(px2 + py2+ x2 + y2 y/e .

Se o sistema Hamiltoniano que estamos considerando &

integravel, entdo seu espago de fases de foliado por toros

14



invariantes. Quando cortados pela secdc de Poincaré esses toros
aparecem como circulos deformados e obtemos uma figura bastante

regular:

S¢¢Ao  be  Totwmeate

Orbitas periddicas aparecem como pontos fixos do mapa de
Poincaré, P, ou de poténcias do mapa, PS. Um ponto fixo de p°
corresponde a uma Orbita que se fecha apds dar s voltas e furar s
vezes a secgéo.

Para sistemas nJo integraveis o movimento ndo esta
restrito & superficie do torc e a segao de Poincaré € bem mais

complicada. Comc exemplo concreto considere a Hamiltoniana

2

H(J,8) = J,-6AJ,+6°CJ +6°3,VI, =T [« cose.+f cos8,]

onde A,C,a e B8 sio parametros. £ facil ver que se B = 0 o sistema

& integravel. As figuras abaixo mostram segdes de Poincaré em

92 = 0 para (A) B = 0' e (B) B # 0, mostrando a complexidade

15



introduzida pela n&o-integrabilidade. Ao longo deste cursoc vamos

tentar entender as propriedades fundamentais dessas figuras.
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II. FORMAS NORMAIS
1. Introdugao

0 f{dltimo exemplo do capitulo I sugere gue a melhor
maneira de se estudar movimentos complexos, ndo-integréaveis, é a
partir de uma pequena perturbacio em um sistema integrivel. Os

resultados fundamentais desse estudo estdo contidos nos teoremas

KAM e Poincaré-Birkhoff que veremos no préximo capitulo. ©

cbjetivo deste capitule é& tratar do movimento nas vizinhangas de
pontos de equilibrio numa aproximagio além da linear. Esse
tratamento serve come preliudio ao teorema KAM, mostrandc que

movimentos sobre torgs ressonantes desaparecem quando perturbados.

As formas normais serdo também a base da teoria de bifurcacgdes de

6érbitas periddicas que desenvolveremos no capitulo IV.

2. Forma Normal Proxima a um Ponto de Equilibrio Estavel

Considere um sistema Hamiltoniano com 2 graus de

liberdade com um ponto de equilibrio estével na origem. Entdo, H

tem a forma

w W X, X, o, O
1,02, 2y, 2,2, 2 1_ "2 73 %4
H(q,9,q,P,) = 5=(P;*d;)+5=(py+q;)+ ) CyP1 9y Py Py
a1+a2+a3+a423 -
(1)

Vamos mostrar dgue se w + w,k, = 0 p/ Ik1|+|k2| = m,

lkl 272
onde k1 e k2 sd3o inteiros, ent@o existe uma sequéncia de

17



transformacdbes candnicas gue levam H & forma

H(I,p) = H (I) + R(I,p) ' (2)

o -

onde
Hy = 0,1 +0, T, +A, T I +A,) T24a  T2+... znxo'mI’;‘/2
2
R = O(Im/2+1)
eI, = pi;qi, p; = tg"l(pi/wiqi) s&o varisveis de angulo e agégf

Hm € a FORMA NORMAL DE BIRKHOFF de ordem m do sistema na
vizinhanga da origem, ou seja, uma aproximagio néo linear
mas integravel de H. A demonstrag¢do sai por indugdo e fica mais
facil em termos das varidveis complexas

q1+ip1 q2+ip2

z, = ——= : z, =

. vz 2 vz
Nessas variaveis, H fica

-iH = ~iw,z.2,-iw,2 z,+ Y Dz

(3)
17171222 e

=3
[
[ &)
.—I
[ &

onde os fatores -i sdo introduzidos para compensar o fato de que a
transformagdo acima ndo & candnica (veja o apéndice). A notacgdo da

expressdo na somatéria é&

18



[a] = a,+ta,ta +a,

= =D
a1a2a3a4 a3d4d1d2

Vamos assumir entdo que, até ordem N < m tenhamos

conseguido reduzir a Hamiltoniana (3) & forma

-1H=-1wlzlzl-1w22222+

- .2 - N/2 - .N/2
Azo(zlzl) +oreen AE 0(2121) ...AO §(2122) +
2’ r2
w a4 o x
1 "2=-"3=-74
¥ Dz."z2.,2,72 . (4)
[a]zN+1 &1 2 12

Fazemos agora uma transformagdo canbnica (z,E)-_> (w,ﬁ)

gerada implicitamente por (veja novamente o apéndice)

- - - - Bl 32-83_84
S(zlzzwlwz) = g1w1+zzw2+[ﬁ]§N+1 SB 2,72, WyTW,
B,-1 B, B, _B :
= 88 - 1 2-73="4
2, = — = W_+ Y S, B.z Z.°W, "W (5)
1 6z, 1 [B12N+1 g "171 2 "1 "2

19



B, B, _B,-1 R
1 Pa-F3~1_ B,
1 %%

as
Wy & = 2.4 E 5, B,Z W
1 ﬂwl 1l [8]2N+1 E 3 2

com eguagdes andlogas para 52 e w,. Essas equagdes podem ser

reescritas na forma

z a4 ¥y s, 8 B173 Fafa Py O (N+2)
2 = W w w w w + -+
171 gl OB P11 Y2 MV

B, B,_B,~1_B
1 72="3 "="4
2, = W.- > S, B.W, w,°w w + O(N+2)
1 (gy=n+1 B Ts'1 7271 2

e idem para z, e z..

2 2

Quando essas equagdes sdo introduzidas na Hamiltoniana
da eqg. (4) nds vemos gue, por exemplo,

(zlil)2 = (wl{-})2 + B8(2N) .

Os dnicos termos que contribuem até ordem N+1 s&o os

dois primeiros:

- B, B, B, B,

= w.w+ ¥ S, W. w.w W, (B1-B5)

.2
1 1 gysner B 172 2

1

e idem para 2,2,

Entdo, nas novas variaveis

—iH=-iw. W.W.-iw.W.W.+A N/2

1W W Tl W W R o (W) +

- 2 -
wl) +.... AO N(wlwz)

r2

20



61 Ba_B3_By .
W, oW, W, T, {DB+1SB[w1(Bl—B3)+w2(82-64)]} + O(N+2)

~

[B]=N+1

Para © caso Bl * 33 e 32 * 64 escolhemos

| -iDB
Sg = T - (6)
B W (BymB3) W, (By8,)

e matamos todos esses "termos cruzados", scbrando apenas os

"diagonais" Bl = 83 e 82 = 84 gue ndo podem ser cancelados.

Com isso,
1] _-I hae -' - - N/2
1B= 1w, WoWy 1w2w2w2+ ...... AO N(w2w2) +
=
2
T D i Yo )™+ o)
W., W W W + +
[B]=N+1 P1F1B3R3 1771 z2

Voltando para variavels reais através de

i@l
w1 = VIl e
ig
_ 2
w2 = VI2 e
obtemos
N+1
: 2 L.k N
H = wlll + 0212 + 2+£=2 AﬂkllIz + 0(§+1) (7

21



© gque demonstra nossa proposigéo.

Fica claro da equag8o (6) a necessidade de dgue a
"condigdo de ressonéncia” w,k,+w,k,=0 ndo seja satisfeita. No
entanto, isso ndo & suficiente para garantir a convergéncia da
forma normal, pois o denominador da eq. (6) pode ficar
arbitrariamente pequeno para N grande, implicando em coeficientes
SB muito grandes. Quanto "mais irracional" for a relacgao w1/w2
melhor a convergéncia. Esse resultado nos mostra de forma
intuitiva que ressonadncias sdo muito instaveis quando submetidas a
perturbacgdes, enquanto que movimentos quasi-periéddicos irracionais
sdo mals resistentes, o que é essencialmente o resultado do
teorema KAM que veremos adiante. Uma excelente discuss@c sobre
regides de convergéncia das formas normais pode ser encontrada no
livro de Ozorio de Almeida (1991). Para o caso especifico de
sistemas Hamiltonianos gque estamos discutindo, a forma normal sé

converge de fato se o sistema inicial, eq. (1), for integréavel.

Isso cocorre porgue "convergéncia'" agui significa escrever H = H(I)

~

no limite N— » e implica que as agdes sdo todas constantes do
movimento. Se o sistema inicial é ndo-integravel, issoc por
definig¢do ndo & possivel.

Na verdade, o caso ressonante também pode ser tratado de

W

forma bastante simples: suponha que El = é - 2 de maneira gue a
2

ressondncia ocorra gquandeo ¢ pardmetro A se anula. Nesse caso, ©

denominador da eg. (6) se anula guando

(r(8,-B,) + S(B,-B,)1 = 0
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Escolhende os betas de forma que Bl+32+33+ﬁ4 seja
ninimo, obtemos os termos que ndo podem ser eliminados pela
transfoermag8oc canénica em ordem mais baixa. Uma an&lise simples

nostra que esses termos sdo dados por
Bl—Ba =% s e 32-84 =3r ' ou

B1=5163=0f62=0034=r e

81=OIB3=Sr62=r;B4 0

0 que nos leva a FORMA NORMAL DE BI OFF-GUSTAVSON:
m-1
— - - - = 2 S= -S_ T
1H—w1wlw1+w2w2w2+.. .+A0 m-1(w2w2) +Dsoor 1Y +DorsoW1W2 ’
r2
ou
r+s
2
- £ s/2 r/2 _
H=(r/s-a)1l +12+g+§.,, Aﬂkll +ocI:L 2 c:c:as(s:pl rgoz) (8)
Por simplicidade fizemos ué = 1, portantoc w, = r/s-A e
introduzimos «, um novo parémetro que depende de Ds oor” De fato,

ambos os termos em cos e sin aparecem, mas um deles pode ser
eliminado mudando-se ligeiramente a definig¢&o dos &ngulos ¢, € 9,
Note que a Hamiltoniana acima continua integrével. De

fate, a transformacgdo canénica
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e, = (5¢1'r¢2) I1 = le

8, = ¢, I, = J,-sJ,

faz com que a eq. (8) ndo dependa de 62 o gue implica gue, além da

energia, J2 & conservado.
A figura abaixo mostra um exemplo ficticio de segéo de
Poincaré no casoc de ressconéncia 6:1 (w1/w2 = 1/6=A). Se o©

parémetro o & visto como uma perturbagao temos:

oE O

— — — — tofo [ 410 _“i:_:-‘..
Wa [

Quando A =0 as seis ilhas colapsam na origem.

Antes de fechar esse capitulo, vamos fazer uma pequena
variacdo da forma normal ressonante gue sera extremamente Gtil
para entendermos as  bifurcagdes de 6rbitas periédicas.
Consideremos agora uma Hamiltoniana com 1 grau de liberdade gue

dependa periodicamente do tempo com um ponto estével na origem:

© +o0 .
£
H(a,p,t) = 3(@+0%) + § T Epidfet™ 5 x=z3 (9
a+f=3 l=-w
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Assim como no caso de 2 graus de libérdade, procuramos

fazer transformagdes candnicas (q,p)¥€>(Q,P) que simplifiquem (9)

além do termo gquadrdtico e gque, se possivel, eliminem o tempo.

Passando novamente para varidveis complexas 2z e z reescrevemos (9)
na forma

®

-iH(z,z,t)=-iwzz+ ¥
a+f=3 l==w

-t
a=p it - ¥
T FaBEZ zFe ; FaBE = FBa-ﬂ

A funcdo geratriz agora assume a forma

oo

S(z,w) =2w+ Y ¥ saﬁezaﬁBeltt
a+p=3 ¢
0 que leva as equagdes

Z=w+ 7 o S iwa-158e1“:+ 0(4)
£,0+8=3 aB

B =1y - T B Sy wiab Tl it 0(4)
£, u+p=3

%% = T Tt saﬁéwaﬁﬁelet + 0(4)

a+B=3 ¢

Lembrando que da Hamiltoniana em termos de w e w deve

ser subtraido o fator conseguimos cancelar todos os termos

as
at’
"ndo diagonais" com a escolha

. i Fug,
aBt  w(a-p)+
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Esse processo pode ser continuado indefinidamente se w &
irracional, embora o problema dos pequenos denominadores continue
aqui. O caso ressonante também pode ser tratado de forma idéntica
4 anterior: se w = rfs + g, para € = 0 o denominador acima se

anula guando
r{oc-g) = =-si

Em ordem mais baixa possivel essa condigdo & satisfeita

guando

ou

Como esses termos ndo podem ser eliminados nossa
Hamiltoniana fica
s/2 s _irt _* -g-irt

+(Fsorw e +F w e )

» — - - 2 - 3 -
iH= 1www+F2(ww) +F3(ww) +... FE(WW) p—

2

Note que a dependéncia temporal fei totalmente eliminada
dos termos até ordem s-~1, mas persiste nos termos de ordem s. Unma
Gltima transformagao canﬁhica, no entanto elimina o tempo também
ai. Esta & gerada por

o = wE el(X/8)t ;
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donde

.. it
E=we s
£ =w e+i(r/s)t
5 = % ¢E
Entdo, ww = £ nas wSelrt _ tS e
-iH(E,E) = -i(w-D)gE+r, (68)%+. . .+F  E5+F___ES .

Voltando &s varidveis reais I, ¢ através de £ = vI el? ¢

lembrando gque w = E + €,
s/2 . s/2
H(I,p,t) = el + Y CjIj+aI cos(sg) + O(s/2+1,t)  (10)
J=2

Notem que essa Gltima transformagdo & eﬁuivalente a
transformagao de (I,¢)~—> (J,8) que.fizemos no caso de 2 graus de
liberdade. Essa nossa expressdo (10) sera extreﬁamente 4til para
estudar bifurcagbdes de o6rbitas peribédicas no capitulo 4. Como
veremos, O tempo.faré 0 papel de uma coordenada angular ao longo
da orbita peribédica e a integracgéo das equacdes de movimento entre
0 e 2m nos dara a segdo de Poincaré analitica na vizinhanga dessas

drbitas.
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II1I. O TEOREMA KAM E 0S EMARANHADOS HOMOCLINICOS

Vamos considerar novamente um sistema integravel
H(I,p) = HO(I). Como vimos no capituleo I as O6rbitas de H, estio

sobre toros invariantes indexados pelos valores assumidos por I. O

toro com I1 = c1 e 12 = C2, por exemplo, & tal qgue as frequéncias

de rotacgldo nos circuitos ¥, e, (veja a figura abaixo) séo

>33

H _ . _ _
Wi = Ii_‘pi(II-Cl'IZ-CZ)

Q

1

ochida  tipica

Fazendo w1/w2 = p, vemos que uma Orbita sobre o toro

I = (cl'cz) dad p voltas ao redor de 11 para cada volta ao redor de

(2% Se p € um racional, p = r/s, o toro & coberto por érbitas

peridédicas que fecham apés terem conpletado s voltas em ¥, erenm

28
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7y Seja E a energia do toro: H(C,,C,) = E. Entdo, pelo teorema da

fungdo implicita, se g%— # 0, existe uma funcgdo 12(11) tal que
5 \

H(I,,i,(I,)) = E.

Exemplo H(Ilflz) = ”111 + wzlz = E

12(11) = (E-wlIl)/w2

Para cada valor de I, temos, na mesma superficie de

1
energia, um toro diferente com
a4
gy oG T o
Pl @,  @H 3l '
2 _— 1
612

Ou seja, como no exemplo, a curva i, = 12(11) é tal que

2
sua derivada fornece -p. Como os nlmeros racionais sdo densos nos
irracionais, conforme 11 varia, os toros periddicos (cujas Orbitas
sdo periédicas) ficam distribuidos densamente entre os toros

irracionais (cujas oérbitas nunca fecham ).

i1

=I|
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Vamos agora perturbar esse sistema com um termo H1(1,¢)

-~

que gquebre a integrabilidade de H,:

H(I,p) = H (I) + €K, (I,9) : | (1)

LR

No capitulo anterior vimos gque se o movimento préximo da

origem I1 = I, = 0 & ressonante (wljwz racional) nao conseguimos

2
obter uma forma normal separdvel e uma cadeia de ilhas toma o

lugar do toro racional. O mesmo raciccinio pode ser extendido para

movimentos vizinhos a um toro fora da origem com I, =€y, I, =2¢C,:
BHO 6Ho
Ho (I) = HO(S) + ETI(II-CI) + ET;(Iz—Cz) + TOS

= HO(S) + 08I, + w81, + TOS

onde TOS (Termos de Ordem Superior) contém o resto da série.
Desprezando-se a constante HO(C) e agrupando TOS + eHI(I;w) '
obtemos uma Hamiltoniana da for;a (1). o
Vemos entdoc que sob o efeito de um peguena perturbacgdo
todes os toros racionais de Ho( ndo apenas agqueles préximos &
origem), constituidos por uma infinidade de ©&rbitas periédicas,
sdo substituidos por cadeias de ilhas com um nimerc par de &rbitas
peribddicas, metade estdvel (no centro das ilhas) e metade instavel
(nas intersec¢des das 1ilhas). Esse resultado & conhecido como

TEOREMA DE POINCARE-BIRKHOFF e uma demonstrac@o mais geométrica

desse resultadoc pode ser enceontrada no trabalho de Berry (1978)
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(veja nas referéncias). Mas, se esses toros racionais sdo densos
noe conjunto de todos os toros, serid possivel gque algum toro
irracional sobreviva, ainda que deformado, & perturbacio Hl?

Esse & exatamente o© resultado do Teorema KAM

(Kolmogorov=-Arnold-Moser) :

"Se um sistema ndo perturbado €& nao-degenerado, entéo

para perturbagdes suficientemente pequenas, a maioria dos toros

invariantes nao-ressonantes nao desaparece, mas s3d0 apenas
ligeiramente deformados. Esses toros formam a maioria, no sentido
de que a medida do complemento de sua uni8o & peguena dguando a

perturbagdo & peguena."

H, & dito nio-degenerado se w;= —Eﬁ-———nﬁo sdo

constantes, ou seja, dependem de I1 e 12 .

Como ficam - entdoc as ©Orbitas nas regides ocupadas
anteriormente pelos toros racionais? Vimos gque numa primeira
aproximacdc aparecem cadeias de ilhas. Dentro de cada uma dessas
ilhas surgem novos toros gue, novamente, se alternam entre
racionais e irracionais, e onde os raéionais estariam surge, en

menor escala, um outre conjunto de ilhas com érbitas periédicas

estdveis e instéveis:
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pPecToRen
PARA

Amp L ficA

e — — —  toros cacionais

Temos entdo uma estrutura fractal no espag¢go de fases,
onde cada pequena regifc em torno da secdo de Poincaré de uma
érbita periddica estdvel (ou ponto eliptico) & uma representagao
microscépica do todo! |

Mas essa ainda ndo & toda a estéria: a vizinhanga da
secdo das 6rbitas instéveis, ou pontos hiperbélicos, também sio
fascinantes. Nesses pontos instaveis cruzam-se duas curvas que
chamamos que variedades estavel e instivel (as "bordas" da ilha).
Se P & o mapa de Poincaré e c..)l/w2 = r/s, entac, ao longo da
variedade estéavel, Ws, sucessivas iterag¢des do mapa PS fazem com
que os pontos se aproximem do ponto fixo e ao longo da variedade
instéavel, Wu, com gque ©s pontos se afastem. Fora dessas curvas

especiais, o movimento se .da sobre hiperbolas:
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4

Come o ponto hiperbdélico U & um ponto fixo de p® (ou
seja, uma &6rbita peribédica de periodc s), a velocidade com que os

pontos de W° aproximam U diminui cada vez mais e temos

lim y(m) = U se  yewW
m ow
e
lim v(™™ - | u
im y = U se Yy e W
m o
onde y(m) (P%)1M(y) e y(-m) = (Ps)(-m)(y) s&o a m-ésima aplicacic

do mapa Ps para "frente'" e para "tras" no tempo respectivamente.
Ou seja, pontos em Wo se aproximam de U para t « e pontos em W
estavam scbre U em t ~x, AS curvasfws e Wu sac invariantes, no
sentido de que PS(WS) =W e Ps(wu)"% wu (pontos sobre as curvas
sdoc mapeados em pontos sobre as curvas).

0 que acontece gquando seguimos és curvas W e W© longe
de U? Para sistemas integrdveis elas se encontram de maneira

suave:
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ov

wt _‘A

Um ponto y sobre W& mapeado de U & U depois de uma
dupla infinidade de itera¢des do mapa. Mas isso ndo &€ o gue
acontece em geral. Uma coisa que nao pode acontecer & que w® cruze

consigo mesmo:

&
A, A,
77/
) K [ 2 x

Se tal intersecgio ocorre em x, entdo a imagem desse
ponto, P°x deve ser tampém uma intersecgdo. Além disso a Aarea
hachurada Al € mapeada emn A2 e deve ser preservada. Isso no
entanto ndo & possivel pois segmentos sobre Wu, p.e., devem ser
mapeados sobre segmentos menores, (ue nhao conseguem envolver a
mesma area.

No entanto, o que pode ocorrer, e de fate ccorre, & que
s

W° cruze com W". Os pontos x onde ocorrem esses cruzamentos sao

P s u
chamados de pontos homoclinicos se W~ e W~ pertencem a pontos
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fixos de uma mesma  oOrbita periddica instéavel, e pontos
heteroclinjcos quando WS e wY pertencem a ©6rbitas diferentes.
Vamos considerar apenas os pontos homoclinicos aqui.

Considere um ponte homoclinico em x. Como as curvas we e
w' continuam depois de X? Para responder essas perguntas vamos
considerar as iteracgdes (Ps)m (- <« m < w}) das vizinhancas de x.
Por continuidade, essas iteragdes sucessivas tém que ser parecidas
com a vizinhanga original de x. Portanto, Ww° e WY devem se cruzar
em todas essas vizinhanc¢as: sé um ponto homeclinico & impossivel e
a existéncia de um implica na existéncia de infinitos outros!
Entdo W° forma uma série de loops intersectando W' e vice-versa
(veja as figuras abaixo). Além disso, em todo ponto de WY entre
duas interseccgoes sucessivas de W° ocorre também outra
intersec¢do. Isso vem porque PS preserva area no espago de fases:
sem outras intersecc¢gdes, a aArea hachurada da figura seria mapeada

em cada loop sucessivo, sem mudar a &rea do loop, e 1isso nao

poderia ocorrer indefinidamente dentro de uma regido com &rea

finita.

)«
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O movimento de zig-zag das variedades esté&vel e instavel
é complicadissimo e & responsiavel pela geracdo de movimentos
cadbticos na vizinhanga dos pontos hiperbélicos. Esse zig-zag &

chamado de emaranhado homoclinico, e uma 1ilustragdo um pouco

melhor ficaria assim:
A ceqiie  ABC ¢ wapeh ¢ A
N

{aasoi Ja33y)

Podemcs agora construir um quadro mais completo do que

ocorre quando perturbamos um sistema integrével:

Perturboe.
pAra

—----- rational tori

As figuras abaixo mostram uma vis8o do gue ocorre na
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superficie de energia (da qual o mapa P® & uma segcldc transversal).

ORBITAS
% tAo ticas

Podemos agora olhar novamente as figuras apresentadas no
final do capitulo 1 e entendermos o dgue estd se passando: A
separatriz integrivel quebra-se guando 8 #* 0 dando origem ao
emaranhado homoclinico; aperecem cadeias de ilhas onde haviam
toros raciocnais; toros irracionais ainda existem.

E importante nesse ponto discutir o significado da
palavra CAOS. Um sistema din&mico & dito cadtico quando
trajetérias vizinhas arbitrariamente préximas separam-se
exponencialmente <com a evolugdo do sistema. O <caos, ou
imprevisibilidade, vem do fato que cjualquer "erro" na condigéao
inicial propaga-se rapidamente e em pouco tempoc a incerteza no
estado do sistema torna-se muito grande. Isso & exatamente o que
ocorre dentro do emaranhado homoclinico. Cada peguenc segmento
(por exemplo sobre W° ou Wu) é esticado e curvado de tal forma que

seus extremos, consideratdios como condigdes iniciais proéximas, se
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afastam exponencialmente um do outro. Essa sensibilidade as

condi¢bes iniciais se manifesta de forma intensa em céllculos

numéricos, onde o “erro minimo" & igual & precisdo da maAquina.
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IV. ORBITAS PERIODICAS E BIFURCACﬁES
1. Introdugao

Dentro de toda complexidade apresentada pelos sistemas
n&o integravéis, onde ©6rbitas quase-periddicas sobre toros se
misturam com ©&rbitas caéticas instaveis, uma estrutura simples
ainda sobrevive imersa nesse emaranhado: as orbitas periddicas.
Essas 6rbitas sdo densas no espago de fases, no sentido de que,
dado gualquer ponto existe uma O6rbita periédica passando
arbitrariamente prdxima, ainda que de periodo muito longo. Podemos
visualizar o conjunto de oérbitas periddicas (0.P.) da seguinte
forma: fixando um periodo miximo Tpr @s O0.P. na superficie de
energia E com T < Tn sdo poucas e distribuidas de maneira
irregular se T é pegueno. Aumentando Tyr © nimero de 0.P. aumenta
rapidamente (exponencialmente, na verdade) e sua distribuicdo se
torna cada vez mais uniforme (veja, p.e., © trabalho de Hannay e
Ozorio de Almeida (1984)). Dessa forma, as O.P. formam uma espécie
de esgueleto por entre o qual as drbitas cadticas ou
gquasi-periédicas passeiam. Note gue apesar de denso o conjunto das
0.P. tem medida nula, no sentido de gue ocupam volume zeroc dentro
do espac¢o de fases.

Além disso, como veremos no ultimo capitulo, as érbitas
peridédicas desempenham um papel fundamental da teoria semicléssica
de sistemas ndo-integraveis. A famosa foérmula do trago de
Gutzwiller relaciona niveis de energia com as 6rbitas periédicas

no limite h-—>0. Nesse capitulo descreveremos a teoria linear de
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0.P. e em sequida usaremos os resultados das formas normais do
capitulo 2 para descrever suas bifurcacgdes, um fendmeno

intrinsecamente n&oc-linear.

2. Teoria Linear

Em sistemas integraveis com 2 graus de liberdade as
érbitas periédicas se agrupam em familias a 2 parémetros, dgue
podem ser, por exemplo, a energia (do toro periddico) e mais um
parémetro sobre o toro gue identifigque uma sé orbita. Em sistemas
ndo-integréiveis os toros periédicos j& ndo existem, mas as O.P.
continuam a formar familias a um Gnico parémetro, dque pode ser a
energia ou o periodo, por exemplo.

Vamos desenvolver aguli a teoria para 2 graus de
liberdade apenas, embora muitos resultados sejam gerais para N

graus. Sejam

(2]
3x
9_
b 4 8y
w=¥) , v=| 2 (1)
px P,
Y 8 ’
3
\ %y |
e
0O 0 1 0
;=10 o o af {° 1
-1 0 0 © - o
0 -1 0 ©
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‘Entéo, as equagbes de Hamilton ficam compactadas na forma

w = JVH(w) (2)

Seja também @,

uma drbita periédica de periodo T, © energia E:
wo(t+t°) = w(t)
H(wo) = E

o

Podemos extrair Dbastante informagdo sobre w, se
estudarmos © comportamento das ©6rbitas vizinhas. Considere um
pequeno desvio em relacédo a Wt

w=w_ -+ .
o T &

Substituindo em (2) e expandindo até primeira ordem em ¢

obtemos:

w, + & = JUH(w,) + JH"(w ) '

ou

£ = JH"(w_)E (3)

peis W, € solugdo das equacgdes de Hamilton. Aqui definimos

2
- _9'H.
(H")ij - awiawj :
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Note gque H" depende do tempo periodicamente via W A

solugdo da eguagdo linear (3) pode ser escrita na forma
£(t) = M(t}£(0) ; M(0) = I

e, depois de ©propagar a perturbagiao £(0) por um pericdo

encontramos
£(T,) = M(T,)§(0) : (4)
A matriz M(to) é chamada de Matriz de Monodromia e

contém informagdes muito importantes a cerca da estabilidade da

brbita W, . Pode-se mostrar gque M(t) & simplética, ou seja, gue

Como os autovalores de uma matriz transposta sao iguais

ao da prépria matriz e como a transformagdo acima de Mt e
ortogonal, os autovalores de M sdc os mesmos de M_l. Isso implica
gue os autovalores de M aparecem em pares de inversos:
_ 5,1
Ay T Ay
_ a1
Ay = Ay . (5)

Além disso, existe um auto-valor trivial de M: se

tomamos um deslocamento £,(0) paralelo & w,, £,(0) = QO(O)-at,
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entéo (w°+El)(0) = wo(O) + woét = wo(at) .+ Ou seja, w(0) = wotat)
e estamos sobre a mesma O.P. . Portanto w(to) = w(0), ou El(to) &
M(t°)$1(0) = El(O). Temos entéo que'El(O) € auto-vetor de M(to)

com auto-valor Al = 1:

LY

De (5) temos que existe outro auto-valor 12'= 1. Entéo,
sobram apenas 2 op¢des para 13 e 14, que classificam W, como sendo

estavel ou instavel:

CASO ESTAVEL

Nesse caso, como IAiI = 1, &érbitas vizinhas permanecem
sempre & mesma distancia de W,- Uma secdo de Poincaré

.

perpendicular a We mostraria o seguinte:
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O &angulo 6(E) & chamado de anqulo de estabiljdade da

6rbkita wo.

CASO INSTAVEL
A, =zt et A, =2 ® 4 real .

Agora, se A3 < 1, 14 > 1 (e vice-versa). Isso mostra gque

existe uma direc3o ao longo da qual érbitas vizinhas se afastam de

w, € outra em gque se aproximam. Essas direcdes sdo dadas pelos

respectivos auto-vetores 54 e §. de M(to) e s80 aproximagdes

3
lineares para as variedades instavel e estavel do Gltimo capitulo:

\\\\\\_,;K‘SM:
K P

w
~ . N

i __\*\

5

VW
\
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Note que a estabilidade da 6rbita & completamente
determinada pelo trago de M(to): se 0 < tr H(to) < 4 W, € estével

ese tr M < 0O ou tr M > ¢ W, & instével. Se A3,a > 0 dizemos gque

4
a 6rbita & direta e se Ayrd, < 0 que ela & jinversa.

O caso estdvel tem a seguinte propriedade: se 6 = 2nr/s,
entao

e2n1r/s

(T ) = M(T, )g(0) = £(0)

e apds s iteragdes do mapa linear temos que

= e2n1r

s
e(sty) = [ Mz | €0 £(0) = £(0)

Ou seja, a 6rbita w = w, + £ também & periddica com periocdo T =
ST,. W & dita ter bifurcadoc de w, na energia € onde 6(g} = 2nr/s.
0 diagrama abaixo mostra alguns exemplos de bifurcagdes:.-

A teim) ] . E 1

L]

gl —— e e P

R
v Ep
\

A I Eﬂ

Ee

v

3. Formas Normais
A teoria linear que desenvolvemos acima d& indicagbes

dos valores de energia ao longo da familia Wy aonde podem ocorrer

bifurcagbes, mas ndo nos'dd nenhum tipco de informag¢do com relagdo
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ao nGmero de 6rbitas bifurcadas (que pode ser zero, p.e.) ou com
respeito & estabilidade dessas novas 6rbitas. Isso vem com a
inclusio de termos nidc lineares na nossa andlise perturbativa.

A figura abaixo mostra uma proje¢io de w, hos planos (d,/Pq)

e (qZ'p2):
$7 s,

b =
R

»
WL v
™

Em termos de variadveis de agdoc e é&ngule, H =
H(11I26192). Fixando um ponto de referéncia sobre a ©orbita
periddica, podemos usar, em vez do £empo, a propria coordenada 8,
para localizar um ponto na trajetéria. Como orbitas
suficientemente préximas a Wy devem acompanhar mais ou menos o seu
trajeto, esse argumento também vale para pedquenas perturbacgdes em
relagao a mo . Formalmente 1isso equivale a inverter E =
E(Illz,sl,ez) e escrever

Il= Il(szezf-elrE) Z hE(Izrezfu)

onde E funciona como um parametro, u = -91 e hE & a Hamiltoniana

Reduzida na vizinhanga de W Entéo,
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du él dat 8T, 26, a6, a6,
du él dt BHI a1, 1 31,

Temos entdo equagdes de Hamilton para 12 e 62 con hE
onde o "tempo" & agora u = -92. Note gque él deve permanecer
diferente de zero durante o movimento, ou seja, as trajetdrias
vizinhas devem acompanhar w, sem "voltar para tras". Além disso, h
& periédica no tempo u com periodo 2n. Veoltando para (qz,pz) em
vez de (12,92) e expandindo em tornoc de W,
4, = dy,9 + 4
Py T pzb P

obtemos, de forma geral,

Bap 2 Aoz

- 2
h = h{d,q:Pyq W) +A, (W) Q+A, (U) p+—5— g +A, ap+—= p° + ...

Os termos lineares podem ser eliminados fazendo-se
A A ,
q q + Ai e p p + Kg"" , O gue eguivale a ’‘completar o
20 02

gquadrado’. Desprezando-se os termos que s6 dependem de u (pois

esses nd3o afetam as equagdes de movimento), ficamos com

A A
_ 20 2 02 2
h = T(u)q +‘A11(u)qp + T(u)p I
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Uma Gltima transformagdo candnica dependente do tempo

vai colocar h numa forma gue nos & conhecida:

Para isso note que

em 12 ordem as eguagbes para g e p ficam (o ponto ’.’ significa

derivada com relagdo a u)

x = JH"X

onde x = [g], H" (u) = H"(u+2nm)

cuja solugéo tem a forma

_ g2mA(u)

x(u) x(0) ; A(o) = 0O

Definindo y através de x = B(u)y com

u
I JH"du
B(u) = e v e-JA(Zn)u
obtemos
u
1]
e . -IJH"du -JA(2m)u JOJH o
X=By+By=|JH" e e +e (-JA(2m) )e

=[JH"B-A(2n)BJ ]y+By = (JH") (By)

e portanto,

y = A(2n)Jy = wly
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ou seja, eliminamos a dependéncia temporal por termos

quadraticos da Hamiltoniana e ficamos com

-} +m ,
¢
h(q,p,u) = 2(q°+p5)+ T T E_., q*pfet™ (6)
2 wiB=3 e OB

onde usamos novamente g e p em vez de novos q’ e p’ .

Quem & w? Ora, mantendo s a aproximacdoc linear temos

que
iw u 2niw
q(u) = e q(0) = .q(2m) = e q(0)
e 2nw = €8, o0 Angulo de estabilidade da o6rbita! As bifurcagbes
ocorrem entdo para w = r/s e podemos expandir (6) na sua forma

normal ressonante (veja o capitulec 2) e obtemos, em termos de
varidveis de agdo e angulo,
s/2

h(I,p,u) = €I+ } CjIJ+aIS/2cos(s¢)+0(s/2+1,u)
J=2

Note que essa expressio s6 wvale para s = 3, caso
contrario os termos "pegquenos", de ordem Ij, ficam maiores ou
iguais que o termo "dominante" €I nas vizinhan¢as de I = 0. Lembre
também gque aqui w = r/s + £ onde ¢ élmuito pequeno., Aqui, £ & o
"pardmetro de bifurcaqéo", e ndo «a, que n&o precisa ser
necessariamente pequeno.

As equagdes de movimento ficam

h s/2 |

. d .

s J-1+a % I5/2--1
j=2

cos (s¢)

49



éh 2

-——_m s/ '
I = 39 asT sin(sp) .

Integrando de 0 a 2r na aproximagio ¢ _ Por I _ Io para
o lado direito obtemos um Mapa de Poincaré P, que a cada iteracgéao
j& contém uma rotagio de 2nr/s (veja a fGltima transferéncia

canénica no Cap. 2):

s/2 . '
- . j-1 s/2-1
2 wo+2ne+j£2 21 Con +mas IO cos(swo)
(7)
_ s/2 _.
I1 = I°+2nas IO 51n(swo) .

Note que as bifurcacgdes de ordem s que procuramos sio
pontos fixos do mapa P diretamente, e ndo de P®. claro que

(I,¢) = (0,0) é& ponto fixo do mapa e"corresponde a oOrbita

periédica "central" w,- Os casos s = 1 e 2 ndo podem ser tratados

dessa maneira e oS casos S = 3 e 4 apresentam algumas

particularidades. Como exemplc faremos aqui s = 5.

Definindo

Re

H
I

© mapa P fica

Py = 9, + 2me(142C,R ) + o(e>/?)
(8)

_ s/2-1 . s/2_.,
R Ro + 2n0s £ Ro 51n(spo) '
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com pontos fixos dados pelas condigdes $; = ¢, © R, =.R°, ou seja,
para
R = -1[(2C2)
e
a _ 2nm
°n = 78
‘pg=(2—n;1)-'—' , n=20,1,...,8-1
Os conjuntos (R = -1/(2C2), ¢g) e (R = -1/(2C2), w:)

correspondem a duas Srbitas periddicas distintas de periodo s. Em
£ = 0, exatamente na ressonadncia, I = Re = 0 e elas colapsam em

W, - Para £ > 0 elas descolam de W, realizando a bifurcacgéao.

A estabilidade desses pontos fixos & obtida olhando-se

3(Rg,pg)

—————- em cada o6rbita. Um calculo
8(R,,9,)

os autovalores da matriz

simples mostra que

V/ﬁz 3 s/2
V/;n s C es ' .

»
fl
[
+

>
i

[
H

Entdo, se C2 > 0, a 6rbita a & instével e b estével e
vice-versa se C, < 0. Um desenho do mapa no caso s = 6 ficaria
comc aquele mostrado no capitulo 2.

A tabela abaixo mostra uma classificagdo completa das
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bifurcagdes genéricas em sistemas Hamiltonianos com 2 graus de

liberdade obtida por Meyer:

} TONTOS Fimsr POoNTOS FI.KOS
S l [+ 3 :E BE 1
!i vaen EPO | pagn £¢ O
i
! . ,
|,’ SN/
' \ @ X
\ /N
\_I
J"-\\
X X "
2 =
® ‘:\o: e
_\- i
\ ® .f><
3 \ / 7 .\\
,\{ -
7 \
I | |
- d—-\\
[, @
7 S
S
'
\—ih.a
’."\
-*‘\
\\ﬁ.\K.i
e -
55 E:T_ews:ig B B0 S
]
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Esses resultados sfc vdlidos no chamado ‘caso genérico’,
onde nenhum tipo especial de comportamento & esperado. Sistemas
invariantes por certas simetrias,. por exemplo, seguem outro
padrdc de bifurcac¢oes, como pode ser visto nos trabalhos do autor

citados nas referéncias.
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V. CALCULO NUMERICO DE ORBITAS PERIODICAS
1. Introdugao

Apresentamos nesse capitulo duas versdes do método
desenvolvido por M. Baranger para o cdlculo de 6rbitas peribdicas.
Os leitores avessos a computacido podem pular esse capitulo, embora
o método que segue seja.muito interessante e valha a pena dar uma
olhada. Consideraremos aqui apenas o caso de uma particula
movendo-se sob a agdo de um potencial, com Hamiltoniana da forma

2 p2
H(xtYrPxfpy) = "éﬁ + 'é"x + V(x,y) . (1)

o

A extensdo para mais graus de liberdade & imediatra. A extenséo
para Hamiltonianas gerais (com campos magnéticos, por exemplo)

também & possivel, porém mais complicada.
2. 0 Periodo como Parametro

Vamos usar diretamente as Egs. de Newton, em vez das de

Hamilton:

_ 8V

X = "3 = "V

(2)
Lo eV _
Y=t Yy

Seja T o pericdo da 6rbita gque estamos procurando.

54



Fazemos entdo uma discretizacgdo das eq. (2) distribuindo N pontos

com espagamento temporal uniforme £ ac longo da 6rbita:

T = N-&
£(t) £, |
f(t) (fn+1-2fn+fn_l)/e2

0 que leva (2) & forma

2
xn+1 - 2Xrl + xn-l + & Vx(xn,yn)

I
o

(3)

2 -
Yn+1 ~ W * V¥pog *tE Vy(xn’yn) =0

. . o .0
Seja agora o conjunto de 2N pontos {Xn'yn},n=1,2,...N

uma solugdo tentativa para nossa o&érbita. Escrevemos entdoc a

solugio exata como

—_ o ' F
X, = X, + %!
(4)

(o)
Yn—yn+yr'1 r

L] L] L] -4 a
substituimos em (3) e expandimos até 1= ordem em xﬁ e yﬁ, o gue

resulta em

(a)
I - F + F + x
xn+1 2xn xn-l € Vxx
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- 2yé + yﬁ_l + czvo X’ + czvf y! =

£+1 Xy n Yy 'n

Definindo
4
% a,
Y, P
n b N
Z. = . ; cC = n U, =
n > STy n 0 N
’ 0 1
\Fn-1
( 2.0 2.0
I 2~c Vxx(n) £ XY (n)
n 2,,0 2,,0 f
Y n 2-c”V n
\ XY( ) YY( )
as equagdes (5) ficam simplesmente
zn+1 = Unzn * cn
onde
a_ = -x° + 2x° - x° - czvo(n)
n n+1 n-1 X
° o 2,0

=I-° -— -
bn Y+t * 2Yn Yp-1 € Vy(n)

Iterando (7) obtemos

2, =U.Z. + C

Z, =0U,U. 2, + U C1 + C
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yA = M,Z, + B (8)

N+1 171
onde
Ml = UNUN-l .o U2U1
(2)
B = UNUN—l o U2C1 + UN N-1 °°° U3C2 + ... UN N-1 + CN
Para que a 6rbita seja periédica, impomos Zney = %90 ©
gue leva & uma equacao para Z1 apenas:
Zl = Mlzl + B '
ou
-1 I
Zl = (l-Ml) ‘B
(10)

Uma vez calculado Zl' calculamos 22,23, etc, com (7) e usande (4)
teremos nossa ©Orbita tentativa corrigida. 'Agora & =5 iterar o
processo até a precisdo desejada.

Trés caracteristicas desse método devem ser ressaltadas:

1) E necessArio uma érbita tentativa razodvel para inicializar o

processo. Isso podé ser obtido com uma sclugdo harménica
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2)

3)

préxima aos pontos de equilibrio de H. Uma vez uma &rbita com

pericdo T & obtida, ela pode ser usada como tentativa para a

6rbita com periodo T + 8T da mesma familia. Dessa forma as
familias no grafico energia x periodo séc constfuidas (veja o
capitulo 4).

0 processo iterativo converge muito répidamente. Com 1 minuto

de CPU num VAX 780 podem ser calculadas da ordem de 10

érbitas de uma mesma familia.

No fim do processo iterativo a matriz Ml' Eg. (9), & a matriz

de monodromia da érbita peribédica. Seus auto~valores contém

toda informacdo necesséria para conhecermos sua estabilidade

e estudarmos suas bifurcacgodes.

Uma pequena variagido desse método permite gue calculemos

a 6rbita com energia E, em vez de com periodos T. Fixar a energia

€, na maioria das vezes, preferivel do que fixar o periodo.

~
3. A Energia como Parametro

Entrar com a energia média sobre todos os pontos como

pardmetro & bastante complicado. Para simplificar usamos a energia

~do primeiro ponto apenas. Note gue como E ficard fixo, o periodc T

(na verdade 52) terd que ser ajustado. Temos que

2 2
(X,=%X.) "+(¥,-¥,)
1 2 71 2 -1 1

A correg8o na energia do primeiro ponto devida & uma corregido na
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érbita e no periodo é

(] o o o)
xz-xl ’ ’ yz-yl ’ ’ 1 ’ ) 4 !
5E1_[__“"“][xz-x1]+[__:§_}[Yz”yll+§[Vx(1)x1+vy(1)Y1+Vx(2)x2+

2 2
o =) o (o)

: ,1 1 [xz'xl] +[Y2—yl) 2
+Vy(2)y2]-§ c2)2 6[8 ]

. ¥

= A2 - 915[82} (10)

onde

>
[
i
b
1
b
= O
e —
+
<t
k4
=
L.
'—I
‘I
3% ]
—
ly]
[\ ]
—]
[x% ]

As equacdes linearizadas (7) também devem ser modificadas para

incluir correc¢io em 82. Um cAlculo simples mostra que (7) fica

(11)

- _ 2
Z = U2 +C -D &)

n+l

com
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Iterando (11) obtemos

- - 2
ZN+1 = Mlzl + B AS(e™) (12)
onde
A= UN oo UZD1 + UN oo U3D2 + ... UNDN_1+DN .
Eliminando 6(52) da equag¢do (10) e impondo ZN+1 = Z1
chegamos a
. ry -1 8E,
Z1 = |1 - Ml + ﬁ; B + ﬁz— A (13)

onde

Dada entdo uma solugdo tentativa, um eg tentativo e uma

energia E a ser atingida, calculamos
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Z pela equagdo (13)

1 ’

A Z pela equacgdo (12)

2,0.0 N !
5(82) . pela eguagao (10)

2 _ 2 2
€% = €] + 8(c)

e iteramos todo o processo até a precisfo desejada.

Apesar de um poucc mais complicado, esse segundo método

& muito Util e funciona t&o bem guanto o primeiro.
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VI. CAOS NA MECANICA QUANTICA
1. Introdugao

Nao existe caos gquantico no sentido estrito de separagido
exponencial de "trajetérias vizinhas". Isso pode ser visto da

seguinte forma: seja
I£(0)> = E Cn|¢n>

3| y>
at

onde H|¢n> = Enlwn>. Uma "trajetédria wvizinha" pode ser

uma condiclo inicial para a equagdo de Schrédinger ih

= Hly>

representada por

il

lg(0)> ¥ (cn+acn)|¢n>

n

Definindo a disténcia entre duas fungdes [f> e [g> por

2
d = |lf>=lg>| = (<fl=-<gl) (|f>=1g>)

& fAacil ver que

d(t) = d4(0) =¥ Iacznl2
n.

Ou seja, nfAoc apenas nfo hé& separacdo exponencial como
ndo héd separagdo alguma! Os vetores [f> e |g> rodam pelo espago de

Hilbert mantendo sempre a mesma distfincia entre eles.
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De qualguer maneira, o fato da Hamiltoniana H ser ou néao
integrédvel deve afetar o comportamento gquintico de alguma forma.
Esse efeito deve se manifestar principalmente no limite
semicléassico, onde as agdes tipicas sdo muito maiores gque a
constante de Planck (ou h —> 0). Nesse limite as propriedades
classicas sao.ressaltadas e as diferencas entre movimento regular
e cadtico devem ficar mais claras. Estudaremos aqui dois aspectos
dessa questdc: primeiro veremos como obter informa¢des quénticas
sobre o espectro do sistema através do conhecimente de suas
érbitas cléssicas, i.e., uma generalizagdo da regra WKB.
Mostraremos gque agui também as 6rbitas periédicas desempenham
papel fundamental. Em seguida, veremos que © espectro quéntico em
si tem propriedades estatisticas bem diferentes no caso de
sistemas integraveis e cadéticos, esses Gltimos tendo propriedades

semelhantes ds das matrizes aleatérias.
2. A Formula do Trago de Gutzwiller

A densidade espectral (ou fungado de Green) definida por

a(B) = tr(gy) = T &= (1)
n n .

-iHt/h

pode ser obhtida através do propagador e pela transformagio

1

7 -iHt/h
n E-Ep

Ix> elEt/D X (2)

= Idx dt <x| e

De fato, inserindo-se em (2) um conjunto completo



I le ><p, | das auto-fungdes de H no lado direito, chega-se
n

imediatamente ao lado esquerdo.

A equagdo acima fornece uma 6tima maneira de se obter os
niveis de energia E  no limite semicléssico: a integral do lado
direito pode ser calculada pelo método de fase'estacion&ria, assinm

como © propagador de Feynman K(x,x,t) = <x|e'ihT/h

jx> pode ser
obtido via integrais de trajetéria. A esperanga & que a fungao
aproximada G(E) assim obtida, também tenha polos em ﬁn e que esses
polos sejam boas aproxima¢des para os niveis exatos En'

0 c&lculo de G(E) & longo e complicado e pode ser
encontrado "aos pedagos"™ nos trabalhos de Gutzwiller do inicio dos
anos 70. O resultado no entanto &, de certa forma, intuitiveo: como
o propagador K(x,x,t) representa a amplitude de probabilidade de, .
estando em x em t = 0, voltarmos a x no instante t posterior, no
limite semiclissico s6 contribuem para K(x,x,t) as érbitas
clédssicas que saem e voltam para x no tempo t. O peso de cada

-

contribuicdo & proporcional & exp{% S(x,x,t)} , onde S & a acgao

cléssica. Quando a integral scobre x & feita na aproximagfo de fase

estacionaria, resulta que

as(x",x’,t) + as({x",x’,x) =0
ax" ax’ !
x"=x'=x x"=x’=x
ou
p(t) - p(0) =0 .
Ou seja, além de termos x(t) = x(0) = x, os momentos
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também devem coincidir, p(t) = p(0) = p. Entdo, s6 contribuem para
G(E) as O6rbitas peribédicas! O resultado final & conhecido como

formula do trago de Gutzwiller FTG:
~ - 1 To (S n
onde:

S = acgdo cléassica = § p-dg
T, = periodo primitivo

¢ = nimero de pontos conjugados ao longe da érbita
sinh{u/2) para orb. instévels diretas

A = {i cosh(u/2) para orb. instaveis inversas
i sin(6/2) para orb. estéveis

= soma sobre todas érbitas periddicas com energia E

(E) .= densidade espectral média, que & suave e nac contém polos

A despeito da beleza formal da FTG, & evidente que se hé&
peclos em G, esses ndo sadc evidentes. Recentemente tem sido

propostas vArias maneiras de se efetuar somas parciais sobre o.p.

de forma que os polos aparegam. Vamos ver os dois procedimentos

mais simples apenas

a) Somando repeti;ges de orbitas estaveis

o
A Y pode ser dividida em Y Y onde a primeira
o.p. o.pr n=1

soma corre sobre "érbitas primitivas™, ou seja, 6rbitas distintas,
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e a segunda sobre repetigdes de cada 6rbita (n voltas sobre a
mesma Orbita primitiva). Vamos ver como fica a soma parcial sobre

as repeticdes de uma Gnica 6rbita primitiva:

.S
To E 1 ein(S/h) .':‘['_o- ; ;:o: e.11'1[-1=?-‘(]-:+1/2)8] _
IR 121 2 sin = b y=0 n=1
T o i[s/h-(k+1/2)e)
=1 I =3 STR-(Kk+172)0 (5)
k=0 1l-e [ ]
Usamos acima os seguintes fatos:
1) como © nimero de pontos conjugados é& dado por ¢ = parte

inteira de 8/m, o médule no sin né/2 cancela exatamente o fator

inné/2;
2) 1 _ eime/2  -iney2 F o-inke
21 sln ne/2 1-e~1n6 k=0

A equagéo {5) acima tem polos para

S(E) = 2mh[n+(k+1/2)8/2n (6)
que & parecida com a regra WKB mas que agora depende do dngulo de
estabilidade &(E). Embora muito elegante a Egqg. (6) aplicada a
exemplos simples mostrou-se inadequada, com muitos polos
"espfirios” que ndo correspondem a niveis reais.

b} Somando repetigges de orbitas instaveis

0 calculo agora & muito semelhante ao que fizemos acima,

com duas diferengas bésicas: o.nimero ¢ permanece e 6 ip. Isso
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mostra gue os polos s6 ocorrerdc em energias complexas. No

entanto, os maximos de G sobre o eixo real ocorrer&o guando

S(E) = 2mh[n+{/4] (7)
e a 1argura.‘dos plcos seréd proporcional & uh. Ent8o, para pu
suficientemente pequeno (érbitas fracamente instéveis), uh pode

ser bem menor do gue o espacamento médio entre niveis vizinhos e a

posigdo dos picos corresponderé a niveis de energia individuais:

'Imﬁamﬂh
w\/]hk
| | — : ' >
£\ E.  Es By Es £

Assim como no caso de 6rbitas estlveis, a regra de

gquantizagdo (7) ndo parece fornecer resultados muiteos precisos.

c) Outras somas parciais

Outros procedimentos tem sido propostos nos dltimos anos

para efetuar a § - de forma convergente. Esses sdo, no entanto,
o.p.
bem mais complexos que os acima e sb serdio citados:

- Soma sobre 6rbitas homoclinicas, de A.M. Ozorio de Almeida
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- Expansdo em curvatura, de P. Cvilanovic e B. Eckhardt

- Pseudo-6rbitas, de M. Berry e J. Keating
3. Propriedades Estatisticas do Espectro

A férmula do traco, eq. (3), para a densidade espectral
nos diz gue para h 0, o nGmerc de estados por intervalo de
energia pode ser escrito como um termo médio G(E) corrigido por
flutuacdes devido as b6rbitas peribédicas. Se h €& pequeno podemos
fazer médias locais sobre intervalos de energia 8E _ h em vez de
levar em conta as flutuagdes de forma exata. Como G(E) - h"L (para
L graus de liberdade), o nimero de estados contidos em JE &
&N = h_L+1 que é grande para L =z 2. Isso mostra gue podemos fazer
um tratamento estatistico do espectro mesmo em regides de energia
classicamente peguenas.

Um dos resultados surpreendentes obtidos por Bohigas e
colaboradores em 1984 & gue sistemas com analogo cléissico cabtico
possuem as mesmas propriedades estatisticas apresentadas por
ensenbles de matrizes aleatdrias, engquanto gue os integraveis
obedecem estatisticas do tipo Poisson.

Das varias medidas estatisticas possiveis, duas tem sido
usadas mais frequentemente: a distribuicdo de esgpacamento de

primeiros vizinhos, NND (nearest neighbor distribution}) e a

rigidez espectral A3 gque sdo definidas da seguinte forma:

- a NND & um grafico P(s) versus s onde P(s) & a probabilidade

de que a disténcia entre dois niveis vizinhos seja igual a s
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1 N-1

(N-1) n§1

pritica constroe-se um histograma: dada uma regido do

em unidades de espacamento médio s = E_.). Na

(Ep+17Ep

espectro {En}n=1,...N' calculamos os N-1 nimeros

X, = (En+1-En)/§, n=1,...N-1. Entdo fixamos um tamanho ¢ « 1
(por exemplo £ = 0.1) e marcamos guantos dos Xn estdo entre 0O
e ¢, depois entre ¢ e 2c, etc. e montamos o histograma. No
limite € 0 e N o obtém-se P(s) versus s.

- A rigidez espectral A3 é uma medida de gudo "ndc igualmente

espagado" & o espectro:

o+L
min [ [G(E)-AE-B]2dE
o

onde as constantes A e B ajustam a melhor reta de comprimento L
entre o e a+lL que passa por 6(E). E uma espécie de desvio
guadratico médio local.

Um enorme hnimerc de simulagdes computacionais tem
confirmado a conjectura de Bochigas, embora a uUGnica evidéncia
analitica desse fato esteja contido no trabalho de Hannay e Ozorio
de Almeida.

Os graficos abaixo mostram ¢ histograma NND computado

para um sistema cadtico, o bilhar de Sinai,

1
R, li ]
AN | L
N\ j
0.7 = \ | l
| &~ —
| H
E 0.5 = \\ e i
\\
0.3 e \\\
\_,____\
e —_—
] | |




e para um sistema integrével, o "quarto-de-bilhar" circular,

|
N\ |l
Ill.

v 1 H 3

A curva GOE (Gaussian Orthogonal Ensemble) corresponde

ao resultado de matrizes aleatdrias ortogonais
2
_ T -s 4
PGOE(s) =5 se

e a curva Poisson & dada por

= -3
PPoisson(s) e iy
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APENDICE: TRANSFORMAGGES CANSNICAS EM VARIAVEIS COMPLEXAS

Em varidveis reais g,p as Eg. de Hamilton sé&o

:gﬂ - '=-—ﬂ{-—
dp ! P aq )
Definindo
z = 3+ip q = 22
£ V2
- - 3} ’ -
z =_S_EE p = 2=z
) V2
vemos due
2 _9q38 ,pad _1/fa _ ;8]
8z dz agq dz dp V3 ag op)
§__=3_q§._+3_Pi_=1_[3 ;8_
sz oz 99 sz P 7z \OQ 9P,
Entéo
p oL (g
V2 vZ \°P q 8z
Z . 8H
Z—la"z— .
Definindo ¥ = -iH, vemos que
- S
8z
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e entdo z faz o papel de coordenada e z de momento.

(z,z) para (w,w) temos que
SI(Eé—H)dt - aj(ﬁﬁ-K)dt =0

© gque implica em

- = aF

2Z=y = ww=kK + . To
Se ¥ = ?1(z,w,t)

IF 3% oF

-— _ _.- 1 . 1 . 1

zz=H = ww-K + 3z z + ¥ T w o+ 3T
e

a7 ' aF

- 1
2 = 32

Para ¥ = ?2(z,§,t) - ww,

oF aF oF

2 - 2

- = 2 . oo =
zz-H = ww-K + 3z 2t — W+t g WW=ww
aw
e
= _ 8%, . 8%, ] 0 - X oF,
= 3z ; = - ; = < 3
dz Phve at

gue sao as'transformaqﬁes usadas no Capitulo 2.
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