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Resumo: Um dos resultados [1] mais celebrados na biomatemaética envolvendo solucdes
analiticas envolve a cldssica equacdo de Fisher. Nesta referéncia, foi obtido que as on-
das viajantes desta equacdo tém formas simples para a velocidade de onda ¢ = +5/ V6.
Neste caso a solugdo € do tipo Painlevé, onde as solu¢des admitem apenas polos como
singularidades removiveis. A integrabilidade (isto €, sermos capazes de obter uma solugdo
explicita) no sentido de Painlevé € importante pelo fato de sua existéncia apontar na dire¢io
da existéncia de uma EDO ter solu¢do analitica [7]. A ideia do atual trabalho € investigar a
existéncia de simetrias de Lie da equacdo de Fisher quando procura-se por uma soluciao do
tipo onda viajante. O ponto fundamental deste trabalho é a descoberta de que o valor de
velocidade de onda ¢ = +5/ /6 para que a equagio seja do tipo Painlevé é justamente a
condicdo que a equacgdo de Fisher tenha simetrias de Lie nao triviais (além de translacdes
7 — 7+ €). Atualmente estd sendo investigado qual € a solug@o obtida a partir do método de
simetrias de Lie, qual sua relevancia biolégica e como essa solu¢do se compara a solugdo
obtida em [1].
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Introducédo

A técnica de simetrias de Lie permite obter, de forma sistematica, quais s@o as simetrias
de uma determinada equacao diferencial ordindria ou parcial. Tais simetrias muitas vezes
informam algo sobre a fisica do problema (possibilidade de translagdo da solucdo no
tempo ou espaco, conservacao de energia ou momento, etc.), € permitem a obtencao de
solucdes analiticas ou trocas de varidveis que simplifiquem o problema [3], e foi ferramenta
fundamental na obtencao de solucdes para problemas da drea espacial e da fisica tedrica.
Tém sido feitos esfor¢cos recentes em aplicar a técnica de simetrias de Lie a problemas de
outras dreas, como a drea bioldgica [2].

Um dos resultados de solugdes analiticas [1] mais celebrados na biomatemaética envolve
a Equacdo de Fisher (6.19) (aqui na forma adimensional), uma EDP ndo linear com termo
difusivo, inicialmente proposta como um modelo para propagacdo de um gene mutante
com vantagem de selec@o de intensidade controldvel. Descobriu-se que a equacao se aplica
também a propagacdo de chamas, no processo motor do movimento browniano e na teoria
de reatores nucleares:

Uy = e +u(l —u) (6.19)

W' +cu' +u(l—u)=0 (6.20)
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Para uma solu¢ao do tipo ondas viajantes da Eq. (6.20), onde transforma-se a EDP
numa EDO a partir da troca de varidveis “z = x — ct”’, foi obtida na referéncia [1] que
se ¢ = £5/v/6 a EDO & do tipo Painlevé (onde as solu¢des admitem apenas polos como
singularidades removiveis), e dizemos que a equacdo € “integrdvel” no sentido de Painlevé
pelo fato de podermos obter uma solugdo explicita a partir da técnica.

A integrabilidade (isto €, sermos capazes de obter uma solugdo explicita) no sentido
de Painlevé € importante pelo fato de sua existéncia apontar na direcdo da existéncia de
uma EDO ter solucdo analitica [7]. Contudo, a desvantagem das solu¢des encontradas a
partir do método de Painlevé € que sdo solugdes de séries de poténcias no plano complexo,
e foi a partir de uma série de simplificagdes que foi possivel escrever a solucao de forma
explicita. Uma vantagem da técnica de simetrias de Lie é que a existéncia de tais simetrias
implica na possibilidade de obten¢do de solucao de um método sistemético.

Do ponto de vista operacional, obter simetrias de Lie implica na resolu¢c@o de problemas
polinomial bastante extensos, mas uma vez que se encontra as simetrias, o procedimento
de encontrar solugdes € algoritmico. Uma forma de lidar com essa dificuldade operacional
foi a utilizacdo de dlgebra simbdlica.

Desenvolvimento

Utilizando matematica simbdlica a partir do programa de software livre Maxima [4],
que € basicamente uma forma de realizar contas algébricas no computador, foi aplicada a
técnica de simetrias de Lie a equacao de Fisher transformada (6.20). Foi descoberto que
a condic@o da existéncia de simetrias de Lie é que a velocidade de onda ¢ = +5/ V6 é
exatamente a mesma que foi obtida a partir da técnica distinta de Painlevé em [1]. Entdo
temos o fato notdvel de, para esta equacao classica, a mesma condi¢do para existéncia de
solugdo no sentido de Painlevé € a existéncia de simetrias de Lie ndo triviais (isto é, que
ndo sejam translacdo, z — 7+ €).

Uma vantagem inegavel da técnica de Painlevé € que é razoavelmente simples encontrar
condig¢des para que uma EDO seja do tipo Painlevé, enquanto encontrar solugdes para tais
casos € razoavelmente delicado. Portanto, mostra-se interessante explorar a relagdo entre
os conceitos de integrabilidade de Painlevé e Lie, de forma a aproveitar as vantagens de
cada uma delas; Isto €, obter as condicdes para integrabilidade por Painlevé, e as solugdes
utilizando simetrias de Lie [5,6].

Atualmente estd sendo investigado qual € a solucao obtida a partir do método de
simetrias de Lie, qual sua relevancia biolégica e como essa solu¢do se compara a solugcdo
obtida pela técnica de Painlevé em [1].

Consideracoes Finais

Ha também a possibilidade de investigar futuramente como, do ponto de vista tedrico, as
duas nocdes de integrabilidade se interceptam e quais as hipdteses matematicas envolvidas.
Isto é, em que sentido a integrabilidade de Painlevé € mais ou menos restritiva que a
integrabilidade em simetrias de Lie.

Destacamos que a relacdo entre técnicas analiticas distintas é extremamente frutifera
e construtiva, e as técnicas de matemadtica simbdlica computacionais sdo extremamente
importantes em obter resultados comparativos que destacam tais relacdes.
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